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GUIA DOCENTE

Materia: Grupos de Lie

Cadigo: 091482

Titulaci 6n: Licenciatura en Matematicas
Curso: Segundo ciclo: % 5°
Caracter: optativo

Profesor: Enrigue Macias Virgos
Departamento: Xeometria e Topoloxia

Descripcion da materia

Descriptores no Plano de Estudios: Subvariedades. Teorema de Frobenius.
Grupos de Lie. Alxebras de Lie. Espazos Homoxéneos.

Presentacon: Iniciada polo matematico noruegués M. Sophus Lie a finais d
século XIX, a«Teoria de Lie xoga un papel central nas matematicas actuais,
tanto polo seu interese tedrico como polas suas aplicscio

O obxecto fundamental é«grupo de Lie, & decir un grupo que ten estructura
de variedade de xeito que a operacion producto é difeableci De ahi que o
seu estudo sexa unha encrucillada da xeometria e a ab@breito, cando se
lineariza a operacion de grupo, aparece un obxecto abcébroito mais sinxelo,
a«alxebra de Lie, que codifica case toda a informacion do grupo. A informiaci”
restante queda condensada no chamagptapo fundamentalque se estuda en
Topoloxia. O paso inverso, da alxebra de Lie 6 grupojzasé mediante unha
xeneralizacion da aplicacion exponencial.

Xeomeétricamente, o interese do grupos de Lie esta en caulban sobre
algunha variedade, de xeito analogo a como as rotaciansfarman o espazo
euclidiano. De ahi o nome dgrupo continuo de transformaciongue as veces
se usa. Cando esta accion permete desprazarse sen i@sériden lugar a ou-
tro aparece a nocion deespazo homoxénepde enorme importancia en fisica
teorica.

As técnicas que usaremos no curso son, fundamentalmernte, @fecidas
de xeometria diferencial de variedades, que necesitareorapletar cun resul-
tado importante de integracion de ecuacions en derivaaiasais: o teorema de
Frobenius.
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NUmero de creditos tedricos e practicos: 4 tebricos e 2 practicos

Obxectivos:

= Cofecer as nocions fundamentais e as ferramentas gasidaoria de Lie
e dos espazos homoxéneos.

= Aprender a realizar calculos de alxebras de Lie e aphrecexponenciais.

= Ampliar os cofiecementos sobre variedades co Teorema Herius.

Programa da parte tebrica e practica.
Desenvolvemento do temario:

1 Grupos de LieDefinicions basicas e primeiros exemplos. Grupos de matri
ces. Producto directo e semidirecto. Propiedades tomai$xlos grupos de
Lie. Compofientes conexas. Relacion de equivalenciaasatoa un subgru-
po. Espazos cociente.

1. Alxebras de LieDefinicion e primeiros exemplos. A alxebra de Lie asocia-
da a un grupo de Lie: campos de vectores invariantes. @alieuéxemplos.
Constantes de estructura. Morfismos de alxebras de Lidigvtary inducido
por un morfismo de grupos de Lie.

2. A aplicacion exponenciah exponencial de matrices. Propiedades. Curvas
integrais de campos de vectores completos. Campos de egatvarian-
tes en GL(nR). A aplicacion exponencial dun grupo de Lie. Propiedades.
Diferencial da exponencial. A representacion adxuntaghupo de Lie e
dunha alxebra de Lie. Aplicacions.

3. Subgrupos de Liesubvariedades inmersas, embebidas e débilmente embe-
bidas. Definiciobn e exemplos. Subgrupos pechados. Selty@s de Lie. O
teorema de Cartan. Coordenadas canobnicas de primeiraedsegspecie.

4. O teorema de FrobeniuBluxo dun campo de vectores sen singularidades,
existencia de cartas adaptadas, campos de lifnas. Déitsu Subvarieda-
des integrais. Distribucions involutivas. Cartas addgsa Demostracion do
teorema de Frobenius. Correspondencia entre subalxabias e subgru-
pos de Lie conexos.
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5. Espazos homoxéneddubgrupos pechados: estructura diferenciable do co-
ciente. Propiedades. Accions de grupos de Lie sobre \atesiOrbitas.
Subgrupos de isotropia. Espazos homoxéneos. Acciansitivas. Exem-
plos.

6. CubertasNocions de homotopia e grupo fundamental. Cubertasiéttap
des de levantamento. Cuberta universal. Grupos de Lie simgaite cone-
X0s. Subgrupos discretos centrais. Estructura de grupaeedgsls cubertas.
Clasificacion dos grupos de Lie asociados a unha alxebtaedeCorres-
pondencia entre morfismos de alxebras de Lie e de gruposde Li

7. ComplementosCartas de Cayley. Cuaternios. Estudiolde). Estudio de
SO(3). Estudio deSO(4). Estudio deSL(2, R). Estudio deSp(2). Existen-
cia de grupos non matriciais. Grupos abelians. Grupostatges. Formas
invariantes nun grupo de Lie. Calculo da alxebra de Lie giwpo de Lie
matricial coa forma de Maurer-Cartan. Subgrupos non pexshakkrceiro
teorema de Lie: o problema da existencia de grupos de Ligeakysca unha
alxebra de Lie.

Material

Bibliografia recomendada, lasica e complementaria

1. Bourbaki, NicolasLie groups and Lie algebra€hapters 1-3. Elements of
Mathematics. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1989.i450 pp. (hai
version francesajun libro de referencia, por riba do nivel
deste curso]

2. Carter, R.; Segal, G.; MacDonald, ILectures on Lie groups and Lie al-
gebras Student Texts 32, London Mathematical Society, 1994rios
exemplos interesantes]

3. Chevalley, Claude Theory of Lie groupsl. Princeton University Press,
Princeton, N. J., 1946, 1957. xi+217 fppste foi o primeiro libro
que se escribiu de Grupos de Lie dun xeito moderno, e decir
cun ponto de vista global]
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4. Helgason, SigurduDifferential geometry, Lie groups, and symmetric spa-
ces Pure and Applied Mathematics, 80. Academic Press, Inay Wark-
London, 1978. xv+628 pfPor riba do nivel deste curso, e unha
boa leitura complementaria]

5. Mneimné, Rached; Testard, Frédériotroduction a la tleorie des groupes
de Lie classique<Collection Méthodes. Hermann, Paris, 1986. vi+346 pp.
[Un libro cheo de exemplos interesantes]

6. Postnikov, M.Lie groups and Lie algebras. Lectures in geometry. Semester
V. Ed. «Mir», Moscow, 1986. 440 pp (hai version francesa)Ax Ustase
ben 0 curso e ten temas complementarios]

7. Shapukov, B. N.: Guia practic&rupos yalgebras de LieEditorial URSS
(2001).[un libro de problemas]

8. Varadarajan, V. SLie groups, Lie algebras, and their representatio@sa-
duate Texts in Mathematics, 102. Springer-Verlag, New ¥®eklin, 1984.
Xiii+430 pp.[ E un libro de referencia, pero por riba do nivel
deste curso]

Outro material docente:
= Boletins de problemas.
s Paxinas web de interese

= Biografias (S. Lie, F. Klein, W. HamiltorE. Cartan, G. Frobenius, A. Cay-
ley, W. Heisenberg, C. Chevalley) na paxina wakac Tutor da Universi-
dade de St. Andrews en Escocia
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/
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Metodoloxia

Criterios e sistemas de avaliadin

= Traballo na claseOs alumnos asistiran a tres horas teoricas por semana. A
cuarta hora sera de problemas, previamente propostoppiesor, que 0s
alumnos prepararan previamente e resolveran por turencerado.

= Exposicion individual dun tema (15-20 minNas tltimas semans do cur-
so, cada alumno preparara unha exposicion breve sobrena previa-
mente acordado e discutido co profesor. Os temas refedraraspectos
complementarios non tratados durante o curso.

= Exame escrito de problemadn exame de cinco problemas, s6 se non se
fixeron regularmente os boletins ao longo do cuadrimestre.

Titorias O profesor estara a disposicion dos estudiantes, pavbveesllbidas
ou comentar aspectos relacionados coa materia, durasteaass de titoria por
seman, en horario que se avisara 6 comezo do curso.

Recomendadbns para o estudo da materia A asistencia regular a clase e a
preparacion dos problemas propostos considérase psmteial do proceso de
formacion.

O tempo de estudo e de traballo persoal que se estima neceseipreparar
esta materia equivale a 6 ECTS:

Asistencia a clase teorica 3 horas/seman 45h
Asistencia a clase de problemas 1 hora/seman 15h
Estudo da teoria 2h/seman 30h
Preparacion problemas 3h/seman 45h
Preparacion exposicion 10h

Total 145h
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Competencias, destrezas e habilidades

Prerrequisitos. Os grupos de Lie son un campo no que converxen técnicas da
xeometria diferencial (variedades diferenciabeis, aswie vectores, formas dife-
renciais), de topoloxia xeral (espazos localmente eadas$, espazos compactos,
propiedades de separacion e conexion), alxebra (@Xetear, alxebras asocia-
tivas, corpos e aneis non conmutativos) e analise (espemosados, funcions
analiticas).

Materias que se aconsella cursar previamente: Xeometria e Topoloxia (va-
riedades). Topoloxia (topoloxia xeral).

Contexto dentro da titulaciobn. Tratase dunha materia optativa do segundo ci-
clo, para estudiantes cunha base adecuada en xeometpal@xia, interesados
en cofecer unha das materias fundamentais da matemateanp que aplicaran
moitas das técnicas aprendidas ao longo da carreira. Aasig da unha boa ba-
se para estudar posteriormente aplicacions a fisicagniea cuantica, teoria do
sinal, relatividade).

Competencias a adquirir polos estudiantes.
1. Competencias transversais ou xeiricas:

a) Competencias instrumentatapacidade de analise e de sintese; capa-
cidade de organizacion e planificacion; comunicaciél erescrita;
resolucion de problemas; manexo de bibliografia.

b) Competencias personaigaballo en equipo; razonamiento critico; apren-
dizaxe autbnoma, creatividade.

2. Competencias espéficas:

a) Competencias procedimentais e instrumentatsrpretacion de solu-
cions; deteccion de erros loxicos nun razonamento;oedadidon dun
modelo matematico da realidade fisica; habilidade payanaentar e
expresarse de forma coherente e intelixible, e exponeitae®s en
publico

b) Competencias actitudinaisapacidade de abstraccion; rigor; interese
polas matematicas e as suas aplicacions; relacion doasadiscipli-
nas;
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Destrezas e habilidades cognitivas.

1. Cofecer someramente

as orixes da teoriaf{eoria de grupos continuesle Sophus Lie para
a resolucion e discusion de ecuacions diferenciais pegtiondo es-

tudo das slias simetrias, de xeito analogo a teoria tesGzara as

ecuacions alxébricas);

a sUia interpretacion xeométrica«erlanger programmde Félix Klein,
sobre como caracterizar e clasificar as xeometrias mecdaroria de
grupos);

idea da sUia evolucion histérica (traballos de Lie-Esgélre grupos de

transformacions; clasificacion de Cartan-Killing; tatlbs de H. Weyl
e relatividade; C. Chevalley e o grupo Bourbaki).

2. Ter unhas primeiras novas elementais da existencia @aeiphs da teoria:

matrices de Pauli en mecanica cuantica;

variedades simplécticas e corchete de Poisson en madaaiuilto-
niana

teorema de Noether sobre simetrias en mecanica lagrenxia
teoriascgauge e o modelo estandar en fisica de particulas

0 grupo de Lie excepcionalts e a unificaciobn das forzas electro-
magneética, forte, débil e gravitatoria

grupo de Poincaré no espazo-tempo de Minkowski
espazos homoxéneos en relatividade e cosmoloxia

xeometria integral, transformada de Radon e tomografe @ompu-
terizada (TAC)

0 grupo de Heisenberg no desefo de radares, procesamesit@te
codificacion en CDs

3. Coiecer as posibles continuacions do curso en Teeligede en Xeometria
de Riemann:

estructura e clasificacion das alxebras de Lie
clasificacion dos grupos de Lie semisimples
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grupos de Lie de dimension infinita
teoria de representacions

espazos simétricos

xeometria integral

4. Cofiecementos e habilidades especificas como:

cofiecer os exemplos basicos de grupos matriciais okagictogonal,
unitario, simpléctico); cohecemento das propiedadesléxicas dun
grupo de Lie

calculo da alxebra de Lie asociada a un grupo de Lie e dascsunes-
tantes de estructura (tanto a partir dos campos de vectmasantes
como da forma de Maurer-Cartan)

calculo da aplicacion exponencial, tanto de matricesaarpartir do
fluxo dun campo de vectores

correspondencia entre subalxebras e subgrupos a patéocema de
Frobenius; propiedades dos subgrupos pechados; calqdaiado
teorema de Cartan

clasificacion dos grupos de Lie correspondentes a unha an@sebra
de Lie; calculo do grupo fundamental

cofiecer os exemplos usuais de espazos homoxéneossestrazos
proxectivos, variedades de Grassmann e de Stiefel,

calculo das orbitas e grupos de isotropia dunha acgitopiedades
dos espazos homoxéneos



