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Teorema de Calabi-Bernstein en " (n = 3-Calabi-70)-(Cheng y Yau-76): las
Unicas superficies maximales completas en LL” son los hiperplanos.

Superficies espaciales de curvatura media constante (CMCs) en LL™: existen
CMCs completas en I.” que no son hiperplanos. "~

Los hiperplanos son las tinicas CMCs completas en IL". . .
... comprendidas entre dos hiperplanos. Aledo y Alias-00

... con imagen hiperbélica acotada. Xin-91 y Aiyama-92
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del Teorema de Calabi-Bernstein de Cheng y Yau.



La aplicacion de
Gauss de CMCs
en GRW

Magdalena
Caballero

Introduction

CARACTERIZACIONES DE LOS HIPERPLANOS
MAXIMALES VS. CMCs EN L

Los hiperplanos son las tnicas CMCs completas en " con imagen
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Consecuencia del principio del maximo generalizado de Omori-Yau y
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7 = 7(H, n) € R tal que no existen CMCs completas en I.” con curvatura
H con imagen hiperbélica contenida en una bola geodésica de radio
menor que 7.



La aplicacion de
Gauss de CMCs
en GRW

Magdalena
Caballero

Introduction

CARACTERIZACIONES DE LOS HIPERPLANOS
MAXIMALES VS. CMCs EN L

Los hiperplanos son las tnicas CMCs completas en " con imagen
hiperbélica acotada.

Consecuencia del principio del maximo generalizado de Omori-Yau y
del Teorema de Calabi-Bernstein de Cheng y Yau.

Una version previa mds débil (Palmer-90): Para cada H € R — {0} existe

7 = 7(H, n) € R tal que no existen CMCs completas en I.” con curvatura
H con imagen hiperbélica contenida en una bola geodésica de radio
menor que 7.

Usa un resultado técnico sobre los autovalores del Laplaciano.
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Espaciotiempo de Robertson-Walker generalizado

M := | x F con la métrica Lorentziana

()= () + f(m)*m(g),

donde / es un intervalo,
(F, g) es una superficie Riemanniana,
f > 0 es una funcidén en /,

7y 7F son las proyecciones sobre / y F, respectivamente.
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PASO A UN GRW DE DIM 3

Espaciotiempo de Robertson-Walker generalizado
M := I x F con la métrica Lorentziana
( )=—m(df) + f(m)*nE(9),

donde / es un intervalo,

(F, g) es una superficie Riemanniana,

f > 0 es una funcidén en /,

71y 7F son las proyecciones sobre / y F, respectivamente.

Sea x : S — M una superficie espacialen My N € X1(S) el
tinico campo normal unitario temporal con la orientacién de 0;.

Si 7 o X es constante, S se llama SLICE.
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Los planos son las tinicas CMCs completas en I.® con angulo hiperbélico
acotado.
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PASO A UN GRW DE DIM 3

Dada una superficie espacial en un GRW de dimensién 3, M, llamamos
angulo hiperbdlico al angulo entre el normal a la superficie y el campo
temporal unitario 0.

&(p)
N(p)\[7 8:(P)

TpM

q
6t(q) N(q)

;Los slices son las tinicas CMCs completas en M con dngulo hiperbélico
acotado?
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RESULTADOS EN ESTA LINEA

Teorema(Latorre-Romero-02): Sea S una hypersuperficie CMC en un
GRW. Si 6 alcanza un méximo local en py y ademas ocurre al menos una
de las dos siguientes cosas:

o (m(po)) <O
e El tensor de Ricci de la fibra es semi-definido positivo en 7¢ (o)

Entonces S es un subconjunto abierto de un slice.
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Ecuacién diferencial de superficies con curvatura media constante H

- Du o f) | Du P
dlv(f(u) f(uy— | Du \2) = e DU (2+ f(u)2) (E1)

| Du|< Xf(u), 0< A<,
(E2)

dondef: /! — RT,

ueC>(F)

(F, 9) es una superficie Riemanniana y
D denota el gradiente en F.
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Si U es una solucién, entonces su grafo
Zu={(u(p).p) : p € F}

es una superficie espacial con curvatura media constante H en el GRW
M=1x;F.
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Si U es una solucién, entonces su grafo
Zu={(u(p).p) : p € F}

es una superficie espacial con curvatura media constante H en el GRW
M=1x;F.

La condicién (E2) es necesaria para asegurar que X, sea completa.

Si reescribimos (E2) en términos de 6, el angulo hiperbdlico de X,

1
coshd < —— O0< <1 (E2
N (£2)
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EL ANGULO HIPERBOLICO Y
LA ECUACION DIFERENCIAL DE CMCS

Si U es una solucién, entonces su grafo
Zu={(u(p).p) : p € F}

es una superficie espacial con curvatura media constante H en el GRW
M=1x;F.

La condicién (E2) es necesaria para asegurar que X, sea completa.

Si reescribimos (E2) en términos de 6, el angulo hiperbdlico de X,

1
coshf < —— 0<A<1 (E2
VT (£2)

Las soluciones de (E) dan lugar a superficies espaciales de curvatura
media constante H y angulo hiperbdlico acotado en M.
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M = | x¢ F un GRW de dimensioén 3

X : § — M una superficie espacial,

N su normal unitario con la orientacién de —0,

A su operador forma,

H=- %traza(A) su curvatura media y

t=mox
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BREVES PRELIMINARES
M = | x¢ F un GRW de dimensioén 3

X : § — M una superficie espacial,

N su normal unitario con la orientacién de —0,

A su operador forma,

H=- %traza(A) su curvatura media y

t=mox

Entonces (N, 9;) = cosh 6

Sesunslicesii t=1 si N=-0; sii 6=0

En este caso S es totalmente umbilicaly H = —



La aplicacion de
Gauss de CMCs
en GRW

Magdalena
Caballero

CMCs
completas con
angulo
hiperbélico
acotado

CONDICIONES DE ENERGIA

En una variedad Lorentziana con tensor de Ricci Ric

Condicion de energia ubicua

Ric(Z,Z) >0  paratodo Z temporal
Condicion de convergencia temporal (TCC): “la gravedad en media
atrae”

Ric(Z,Z) >0  para todo Z temporal

Condicion de convergencia nula (NCC):

Ric(Z,Z) >0  paratodo Z nulo
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CONDICIONES DE ENERGIA

En una variedad Lorentziana con tensor de Ricci Ric

Condicion de energia ubicua

U Ric(Z,Z) >0  paratodo Z temporal
Condicion de convergencia temporal (TCC): “la gravedad en media
atrae”

U Ric(Z,Z) >0  paratodo Z temporal

Condicion de convergencia nula (NCC):

Ric(Z,Z) >0  paratodo Z nulo
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CONDICIONES DE ENERGIA EN UN GRW

Si Kr es la curvatura de Gauss de (F, g):

Condicion de energia ubicua —> " < 0

Condicion de convergencia temporal (TCC):

17 K* U ”
<0 %—(Iogf) >0
Condicion de convergencia nula (NCC):
F
w _ (|og f)” >0

f2
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GRW PROPIOS VS. NO PROPIOS
M se dice propio si f no es constante en ningtin entorno.

Teorema(C-Ro-Ru): Sea M un GRW propio cumpliendo TCC y con
Kr > 0.
Toda superficie completa espacial en M cumpliendo

f/(t)2

2
<
7= e

es un slice.
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GRW PROPIOS VS. NO PROPIOS
M se dice propio si f no es constante en ningtin entorno.

Teorema(C-Ro-Ru): Sea M un GRW propio cumpliendo TCC y con
Kr > 0.
Toda superficie completa espacial en M cumpliendo

f/(t)2
f(1)2’

H? <
es un slice.

El resultado no es cierto cuando quitamos propio, ni siquiera para CMCs.

I=R, F=R®y f=1—1L°
Cualquier plano espacial que no sea un slice
f/(t)Z
f(t)?

es una CMC completa cumpliendo H? <
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GRW PROPIOS VS. NO PROPIOS
M se dice propio si f no es constante en ningtin entorno.

Teorema(C-Ro-Ru): Sea M un GRW propio cumpliendo TCC y con
Kr > 0.
Toda superficie completa espacial en M cumpliendo

f/(t)2
f(1)2’

H? <
es un slice.

El resultado no es cierto cuando quitamos propio, ni siquiera para CMCs.

I=R, F=R®y f=1—1L°
Cualquier plano espacial que no sea un slice
f/(t)Z
f(t)?

es una CMC completa cumpliendo H? <

.Y si pedimos que 6 esté acotado?
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UN RESULTADO TECNICO

Lema(Ro-Ru):
Sea M una variedad Riemanniana y sea v € C?(M) tal que

vAv > 0.

Si Bg es una bola geodésica de radio R alrededor de p € M, entonces
para cada r > 0 tal que r < R se tiene

4sup, V2
/ IVV2aV < SUPe, V.
B, Hr,R

donde B; es una bola geodésica de radio r alrededor de pen My

H:? es la capacidad del anillo Bg . B;.



APLICAMOS EL RESULTADO A v = cosh ¢

¢;coshfA coshb > 0?

senh? ¢ {cosh2 6 <K:((t;2*) —2(log f)”(l‘)> +

(% \ HcoshH)2 | cosh2"<if/((tl‘))22 H2>}

> senh? {cosh2 9
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APLICAMOS EL RESULTADO A v = cosh ¢

;coshfA coshb > 0?

coshfAcoshf > senh?9 {cosh2 0 (

f(t)

donde hemos usado que | Hess t [*> 0

i 2
(f (1) + Hcosh 0> +cosh? 9 (

KF(WF)

f(t)?

f/(t)Z
f(t)?

—2(log f)”(t)) +

)
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APLICAMOS EL RESULTADO A v = cosh ¢

;coshfA coshb > 0?

KF
coshfAcoshf > senh?9 {cosh20 ( (me) _ 2(log f)”(t)) +

f(1)

> senh?0 {cosh2 0 (

KF(T‘—F)
f(t)?

f(t)?

f(1)2

<f/(t) + Hcosh 9)2 + cosh? 9 (f/(t)z - H2> }

— 2(log f)”(t)) + cosh® ¢
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UNA ESTIMACION LOCAL

Teorema(C-Ro-Ru):

Sea M un GRW propio cumpliendo NCC y (log f)"” < 0.
Sea S una CMC tal que

Si Dg es un disco geodésico de radio R alrededor de p € S, entonces para
cada r > 0 tal que r < R se tiene

/|Vcosh9\2dvg C,
D, Hr,R

donde D, es un disco geodésico de radio r alrededor de pen S,
H:—R es la capacidad del anillo A, g := Dg ~ D;

y C = C(p, R) > 0 es constante.
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completas con Bajo las hipétesis del teorema anterior, si la superficie S tiene angulo

éngulo hiperbolico acotado, entonces podemos elegir C de forma independiente:
iperbolico
acotado

@ Si S no es compacta, completa y es parabdlica, entonces

. 1
Iim =0,
R—oo lUr R

y entonces V cosh § = 0, luego 6 es constante.

® Si S es compacta, la desigualdad previa al teorema asegura que
Acosh# > 0y por tanto 8 es constante.
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RESULTADOS

Bajo las hipétesis del teorema anterior, si la superficie S tiene angulo
hiperbolico acotado, entonces podemos elegir C de forma independiente:

@ Si S no es compacta, completa y es parabdlica, entonces

. 1
Iim =0,
R— oo /LHR

y entonces V cosh § = 0, luego 6 es constante.

® Si S es compacta, la desigualdad previa al teorema asegura que
Acosh# > 0y por tanto 8 es constante.

Ademas, también de la desigualdad anterior se deduce que o bien § = 0
obien H=0.
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RESULTADOS

Teorema(C-Ro-Ru): Sea M un GRW cumpliendo (log )" < 0 y NCC

Toda CMC completa con dngulo hiperbélico acotado y cumpliendo

es un slice o una superficie tot. geodésica con curvatura de Gauss nula.
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RESULTADOS

Teorema(C-Ro-Ru): Sea M un GRW cumpliendo (log f)” <0y K" >0

Toda CMC completa con dngulo hiperbélico acotado y cumpliendo

es un slice o una superficie tot. geodésica con curvatura de Gauss nula.

Teorema(C-Ro-Ru): Sea M un GRW propio cumpliendo TCC y con

1(+)2
Kr > 0. Toda CMC completa en M cumpliendo H* < C‘((;))z , es un slice.
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RESULTADOS

Teorema(C-Ro-Ru): Sea M un GRW cumpliendo (log f)” <0y K" >0

Toda CMC completa con dngulo hiperbélico acotado y cumpliendo

H? <

es un slice o una superficie tot. geodésica con curvatura de Gauss nula.

Teorema(C-Ro-Ru): Sea M un GRW propio cumpliendo TCC y con
f ( t)2

Kr > 0. Toda CMC completa en M cumpliendo H* < 712

, es un slice.

Notas:
e TCC= (logf)” <0y K" >0

e EnL® = R x; R? cualquier plano espacial que no sea un slice es
una superficie totalmente geodésica con curvatura de Gauss nula.
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RESULTADOS

Para asegurar la parabolicidad en el caso no compacto, hemos usado:

e Teorema (Ahlfors y Blanc-Fiala-Huber): toda superficie
Riemanniana completa y con curvatura de Gauss no negativa es
parabdlica.

e Proposicion (C-Ro-Ru): Sea S una superficie espacial en un GRW
que cumple (log f)”” < 0y cuya fibra tiene curvatura K© > 0. Si

entonces la curvatura de S es no negativa.
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COROLARIOS

Corolario(C-Ro-Ru): Sea M un GRW cumpliendo (log f) < 0y K" > 0.

Toda CMC completa, con dngulo hiperbélico acotado y cumpliendo

0<H <

es un slice.
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COROLARIOS

Corolario(C-Ro-Ru): Sea M un GRW cumpliendo (log f) < 0y K" > 0.

Toda CMC completa, con dngulo hiperbélico acotado y cumpliendo

0<

es un slice.

Corolario(C-Ro-Ru): Sea M un GRW cumpliendo (log f)” < 0y K" > 0.

Sea S una CMC completa, con dngulo hiperbélico acotado y cumpliendo

Si KF (7 (p)) > 06 (log f)”(m(p)) < 0 para algtin p € S, entonces S es
un slice.
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CMCS COMPLETAS ENTRE SLICES

Sea M un GRW cumpliendo (log f)” < 0y K© > 0.

Sea S una superficie CMC completa comprendida entre dos slices.

(N, 0ty = cosh @ esta acotada y H? < !
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CMCS COMPLETAS ENTRE SLICES

Sea M un GRW cumpliendo (log f)” < 0y K© > 0.

Sea S una superficie CMC completa comprendida entre dos slices.

(N, ;) = cosh @ estd acotada y " <

Teorema (C-Ro-Ru): en el ambiente anterior

S es un slice o es tot. geodésica y con curvatura de Gauss nula.
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CMCS COMPLETAS ENTRE SLICES

Sea M un GRW cumpliendo (log f)” < 0y K© > 0.

Sea S una superficie CMC completa comprendida entre dos slices.

(N, ;) = cosh @ estd acotada y " < f

Teorema (C-Ro-Ru): en el ambiente anterior

S es un slice o es tot. geodésica y con curvatura de Gauss nula.

Teorema(C-Ro-Ru): en el ambiente anterior

S es totalmente umbilical
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CMCS COMPLETAS ENTRE SLICES

Corolario(C-Ro-Ru):
Sea M un GRW cumpliendo (log f)” <0y KF>o.
Sea S una CMC completa comprendida entre dos slices.

Si K* (£ (p)) > 06 (log f)"(m(p)) < 0 para algtn p € S, entonces S es
un slice.
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CMCS COMPLETAS ENTRE SLICES

Corolario(C-Ro-Ru):
Sea M un GRW cumpliendo (log f)” <0y KF >o.
Sea S una CMC completa comprendida entre dos slices.

Si K* (£ (p)) > 06 (log f)"(m(p)) < 0 para algtn p € S, entonces S es
un slice.

Corolario(C-Ro-Ru):
Sea M un GRW cumpliendo (log f)” < 0y KF > 0.
Sea S una CMC completa comprendida entre dos slices.

SiKF > 006 f" <0,entonces S es un slice.
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Ecuacion diferencial de superficies con curvatura media constante H
/ 2
div ( Du ) =2H- fiv) (2+ [ Du] ) (1)
f(u)y/f(u)2— | Du 2 V(U= Du? f(u)
La ecuacion
diferencial de
CMCs 1
coshg < ——, 0< A<,
11— )2

(E2)

donde f: | — R, u € C*(F), (F, g) es una superficie Riemanniana y ¢
es el dangulo hiperbélico de

y={(u(p),p): p € F}
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LA ECUACION DIFERENCIAL DE CMCSs

Si u es una solucién, entonces ¥, es una CMC con curvatura media H en
elGRWM =1 x¢ F.



La aplicacion de
Gauss de CMCs
en GRW

Magdalena
Caballero

La ecuacion
diferencial de
CMCs

LA ECUACION DIFERENCIAL DE CMCSs

Si u es una solucién, entonces ¥, es una CMC con curvatura media H en
el GRW M = | x¢ F.

Si (F, g) es completa, inf(f(u)) > 0 y u es entera, entonces ¥, es
completa.
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LA ECUACION DIFERENCIAL DE CMCSs

Si u es una solucién, entonces ¥, es una CMC con curvatura media H en
el GRW M = | x¢ F.

Si (F, g) es completa, inf(f(u)) > 0 y u es entera, entonces ¥, es
completa.

Llamamos Bf = {—f'(t)/f(t) : t € I} C R, entonces
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Teorema (C-Ro-Ru)
Sea (F, g) una superficie Riemanniana completa y no compacta con
KF >o.
La eouacion Sea f : | — R una funcién cumpliendo (log )" < 0 e inf(f) > 0.
CMCs

@ Si H ¢ B U {0}, no existen soluciones enteras de la ecuacién (E),
f/( u)2
f(u)?

cumpliendo H? <

@ Si H € B¢\ {0}, entonces u = fp, donde H = f%, es la tinica

f/(u)z
f(u)2

soluci6n entera de (E), cumpliendo H* <
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LA ECUACION DIFERENCIAL DE CMCSs

Teorema (C-Ro-Ru)

Sea (F, g) una superficie Riemanniana completa y no compacta con
KF >o0.

Sea f : | — R una funcién cumpliendo (log f)” < 0.
@ Si H ¢ B U {0}, no existen soluciones enteras acotadas.

@ Si H € B¢\ {0}, entonces u = fp, donde H = —%, es la tinica

solucién entera acotada.
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