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Objetos dados: modelo algebraico

Sean dados los siguientes elementos:
@ V un espacio vectorial
@ (-,-) un producto escalar

@ R un tensor curvatura algebraico
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Objetos dados: modelo algebraico

Sean dados los siguientes elementos:
@ V un espacio vectorial
@ (-,-) un producto escalar

@ R un tensor curvatura algebraico

Problemas
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Objetos dados: modelo algebraico

Sean dados los siguientes elementos:
@ V un espacio vectorial
@ (-,-) un producto escalar

@ R un tensor curvatura algebraico

Problemas

o ;Existe una variedad Riemanniana (M, g) y un punto p € M
en el que se realiza el modelo (V, (-,-),A) ?
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Objetos dados: modelo algebraico

Sean dados los siguientes elementos:
@ V un espacio vectorial
@ (-,-) un producto escalar

@ R un tensor curvatura algebraico

Problemas

o ;Existe una variedad Riemanniana (M, g) y un punto p € M
en el que se realiza el modelo (V, (-,-),A) ?

@ Si el modelo (V, (-,-), A) posee alguna propiedad geométrica,
ipuede ésta extenderse a la variedad que lo realiza?

<
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Objetos dados: modelo algebraico

Sean dados los siguientes elementos:
@ V un espacio vectorial
@ (-,-) un producto escalar

@ R un tensor curvatura algebraico

Problemas

o ;Existe una variedad Riemanniana (M, g) y un punto p € M
en el que se realiza el modelo (V, (-,-),A) ?

@ Si el modelo (V, (-,-), A) posee alguna propiedad geométrica,
ipuede ésta extenderse a la variedad que lo realiza?
@ Si el modelo esta dotado de una estructura Hermitica, jbajo

qué condiciones puede ser realizado por una variedad
casi-Hermitica?. ;Y por una variedad Hermitica?

<
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Introduccién
Contexto geométrico

(M, g) variedad Riemanniana de dimensién n.
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Introduccién
Contexto geométrico

(M, g) variedad Riemanniana de dimensién n.

© V denota la conexidn de Levi-Civita.
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Introduccién
Contexto geométrico

(M, g) variedad Riemanniana de dimensién n.

@ V denota la conexién de Levi-Civita.

Q@ R(x,y)z = V| ,1zZ — [Vx, Vy]z es el tensor curvatura.
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Introduccién
Contexto geométrico

(M, g) variedad Riemanniana de dimensién n.

@ V denota la conexién de Levi-Civita.

@ R(x,y)z = V| ,1zZ— [Vx, Vy]z es el tensor curvatura.
Definimos el tensor curvatura de tipo (0, 4):

R(X7y7za W) = g(R(va)27 W)
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Introduccién
Contexto geométrico

(M, g) variedad Riemanniana de dimensién n

@ V denota la conexién de Levi-Civita.

@ R(x,y)z =V|,1Z — [Vx, Vy]z es el tensor curvatura.
Definimos el tensor curvatura de tipo (0, 4):

R(X>y72a W) = g(R(Xa.y)Z’ W)

| , R(x,y,z,w) = —R(y,x,z,w) = R(z, w, x, y)
Simetrias { R(x,y)z+ R(y,z)x + R(Z,X) =0
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Introduccién
Contexto geométrico
(M, g) variedad Riemanniana de dimensién n.

@ V denota la conexién de Levi-Civita.

@ R(x,y)z = V| ,1zZ— [Vx, Vy]z es el tensor curvatura.
Definimos el tensor curvatura de tipo (0, 4):

R(X7y7za W) = g(R(va)27 W)

p(X>y) = Ei R(e;,X, ei,}/)
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Introduccién
Contexto geométrico

(M, g) variedad Riemanniana de dimensién n.

@ V denota la conexién de Levi-Civita.

@ R(x,y)z = V| ,1zZ— [Vx, Vy]z es el tensor curvatura.
Definimos el tensor curvatura de tipo (0, 4):

R(X7y7za W) = g(R(va)27 W)

Tensor de Ricci Curvatura escalar

p(x,y) =3 R(ei, x, &, y) = p(ei, &)
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Introduccién
Contexto geométrico
(M, g) variedad Riemanniana de dimensién n.

@ V denota la conexién de Levi-Civita.

@ R(x,y)z = V| ,1zZ— [Vx, Vy]z es el tensor curvatura.
Definimos el tensor curvatura de tipo (0, 4):

R(X7y7za W) = g(R(va)27 W)

p(va):E,‘R(thzefvy) T:Zip(eiaei)

Tensor de Weyl (conforme)

W(x,y,z,v) = R(x,y,z,v)
+m{g(x z)g(y,v) — gy, z)g(x, v)}
— 5 1{n(x, 2)g(y, v) — ply, 2)g(x, v)
+p(y, v)g(x,z) — ( v)g(y,z)}
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Introduccién
Contexto algebraico
Modelos algebraicos

Llamamos modelos algebraico al triple (V, (-, ), A) formado por:
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Introduccién
Contexto algebraico
Modelos algebraicos

Llamamos modelos algebraico al triple (V, (-, ), A) formado por:

© \/: un espacio vectorial de dimensién n.
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Introduccién
Contexto algebraico
Modelos algebraicos

Llamamos modelos algebraico al triple (V, (-, ), A) formado por:
© V: un espacio vectorial de dimensién n.

@ (-,-): un producto escalar en V.
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Introduccién
Contexto algebraico
Modelos algebraicos

Llamamos modelos algebraico al triple (V, (-, ), A) formado por:
© V: un espacio vectorial de dimensién n.
@ (-,-): un producto escalar en V.

© A: un tensor curvatura algebraico.
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Introduccién
Contexto algebraico
Modelos algebraicos

Llamamos modelos algebraico al triple (V, (-, ), A) formado por:
© V: un espacio vectorial de dimensién n.
@ (-,-): un producto escalar en V.

© A: un tensor curvatura algebraico.
Es decir, un tensor de tipo (0,4) que posee las mismas
simetrias que el tensor curvatura de una variedad riemanniana:
Alx,y,z,w) = —A(y,x,z,w) = A(z,w, x, y)
{ Alx,y)z+ Aly,z)x + A(z,x)y =0

Miguel Brozos Vazquez Realizacién geométrica de la curvatura



Introduccién
Contexto algebraico
Modelos algebraicos

Llamamos modelos algebraico al triple (V, (-, ), A) formado por:
© V: un espacio vectorial de dimensién n.
@ (-,-): un producto escalar en V.

© A: un tensor curvatura algebraico.
Es decir, un tensor de tipo (0,4) que posee las mismas
simetrias que el tensor curvatura de una variedad riemanniana:

Alx,y,z,w) = —A(y,x,z,w) = A(z,w, x, y)
A(x,y)z + Ay, z)x + A(z,x)y =0

Operadores asociados a la curvatura

@ Tensor de Ricci
@ Curvatura escalar
@ Tensor de Weyl
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Introduccién

Realizacién geométrica
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Introduccién

Realizacién geométrica
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Introduccién

Realizacién geométrica

@ Sea (M, g) una variedad Riemanniana.
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Introduccién

Realizacién geométrica

@ Sea (M, g) una variedad Riemanniana.

@ Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico.
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Introduccién

Realizacién geométrica

@ Sea (M, g) una variedad Riemanniana.

@ Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico.

Decimos que (M, g) realiza al modelo (V, (-,-), A) en un punto
P € M si existe un isomorfismo

bV — TpM

tal que
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Introduccién

Realizacién geométrica

@ Sea (M, g) una variedad Riemanniana.

@ Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico.

Decimos que (M, g) realiza al modelo (V, (-,:), A) en un punto
P € M si existe un isomorfismo

(;52\/—>TPM

tal que
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Introduccién

Realizacién geométrica

@ Sea (M, g) una variedad Riemanniana.

@ Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico.

Decimos que (M, g) realiza al modelo (V, (-,:), A) en un punto
P € M si existe un isomorfismo

bV — TpM

tal que
° ¢*gp = <'7 >
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Introduccién

Realizacién geométrica

@ Sea (M, g) una variedad Riemanniana.

@ Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico.

Decimos que (M, g) realiza al modelo (V, (-,:), A) en un punto
P € M si existe un isomorfismo

¢:V— TpM
tal que
° ¢*gP: <7>
) ¢*RP:A
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Introduccién

Realizacién geométrica

@ Sea (M, g) una variedad Riemanniana.

@ Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico.

Decimos que (M, g) realiza al modelo (V, (-,:), A) en un punto
P € M si existe un isomorfismo

¢:V— TpM
tal que
° ¢*gP: <7>
) ¢*RP:A

Es decir, (V,(-,-),A) y (TpM, gp, Rp) son isomorfos.
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Introduccién

Todo modelo algebraico es geométricamente realizable
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Introduccién

Todo modelo algebraico es geométricamente realizable

Teorema

Sea (V, (-,-),A) un modelo algebraico. Entonces existe una
variedad Riemanniana (M, g) que realiza (V, (-,-), A) en un punto
PeM.
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Introduccién

Todo modelo algebraico es geométricamente realizable

Teorema

Sea (V, (-,-),A) un modelo algebraico. Entonces existe una
variedad Riemanniana (M, g) que realiza (V, (-,-), A) en un punto
Pe M.

Demostracion.
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Introduccién

Todo modelo algebraico es geométricamente realizable

Teorema

Sea (V, (-,-),A) un modelo algebraico. Entonces existe una
variedad Riemanniana (M, g) que realiza (V, (-,-), A) en un punto
Pe M.

Demostracién. Tomemos M entorno de 0 € V (P=0).
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Introduccién

Todo modelo algebraico es geométricamente realizable

Teorema

Sea (V, (-,-),A) un modelo algebraico. Entonces existe una
variedad Riemanniana (M, g) que realiza (V, (-,-), A) en un punto

Pe M.

Demostracién. Tomemos M entorno de 0 € V (P=0).

Para {e1,...,ep} base de V, tomamos (xi,...,x,) coordenadas
locales inducidas por {ey, ..., en}.
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Introduccién

Todo modelo algebraico es geométricamente realizable

Teorema

Sea (V, (-,-),A) un modelo algebraico. Entonces existe una
variedad Riemanniana (M, g) que realiza (V, (-,-), A) en un punto

PeM.

Demostracién. Tomemos M entorno de 0 € V (P=0).

Para {e1,...,ep} base de V, tomamos (xi,...,x,) coordenadas
locales inducidas por {ey, ..., en}.

Definimos:

koI
gij = (e, &) + Ajxx
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Introduccién

Todo modelo algebraico es geométricamente realizable

Teorema

Sea (V, (-,-),A) un modelo algebraico. Entonces existe una
variedad Riemanniana (M, g) que realiza (V, (-,-), A) en un punto

PeM.

Demostracién. Tomemos M entorno de 0 € V (P=0).

Para {e1,...,ep} base de V, tomamos (xi,...,x,) coordenadas
locales inducidas por {ey, ..., en}.

Definimos:

koI
gij = (ei, &) + Ajux"“x

Entonces:
Cik = &(V5,0:,0k) = 5(gjxsi + 8iksj — &ijk) -

Riw = {0iTj — 0T} + O(|x]?)
= gk + 8ix/ji — Gikyit — &y} + O(x[?)
=10 3 Ak + A — Ajkir — Ak} =1, Aijkd
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Introduccién

Todo modelo algebraico es geométricamente realizable

Teorema

Sea (V, (-,-),A) un modelo algebraico. Entonces existe una
variedad Riemanniana (M, g) que realiza (V, (-,-), A) en un punto

PeM.

Demostracién. Tomemos M entorno de 0 € V (P=0).

Para {e1,...,ep} base de V, tomamos (xi,...,x,) coordenadas
locales inducidas por {ey, ..., en}.

Definimos:

koI
gij = (ei, &) + Ajx"x

Entonces:
Cik = &(V5,0:,0k) = 5(gjxsi + 8iksj — &ijk) -

Riw = {0iTj — 0T} + O(|x]?)
= gk + 8ix/ji — Gikyit — &y} + O(x[?)
=10 3 Ak + A — Ajkir — Ak} =1, Aijkd
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Realizacién geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constan
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escalar constante
@ Variedades con curvatura escalar constante

© Realizacion geométrica de modelos complejos
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Variedades con curvatura escalar constante
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Teorema

Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico. Existe una variedad
Riemanniana (M, g) real analitica con curvatura escalar constante
que realiza el modelo (V/, (-, ), A) en un punto P € M.
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cién geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constan

Variedades con curvatura escalar constante

Teorema

Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico. Existe una variedad
Riemanniana (M, g) real analitica con curvatura escalar constante
que realiza el modelo (V/, (-, ), A) en un punto P € M.
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Teorema

Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico. Existe una variedad
Riemanniana (M, g) real analitica con curvatura escalar constante
que realiza el modelo (V,(-,-),A) en un punto P € M.

Demostracion.
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Teorema

Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico. Existe una variedad
Riemanniana (M, g) real analitica con curvatura escalar constante
que realiza el modelo (V,(-,-),A) en un punto P € M.

Demostracion.
Tomamos M entorno de Py (xi,...,Xp) un sistema de
coordenadas locales (reales analiticas) centradas en P.
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Teorema

Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico. Existe una variedad
Riemanniana (M, g) real analitica con curvatura escalar constante
que realiza el modelo (V,(-,-),A) en un punto P € M.

Demostracion.

Tomamos M entorno de Py (xi,...,Xp) un sistema de
coordenadas locales (reales analiticas) centradas en P.

Haciendo un cambio de coordenadas lineal, podemos suponer que
{8%'_} es una base ortonormal de TpM.
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Teorema

Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico. Existe una variedad
Riemanniana (M, g) real analitica con curvatura escalar constante
que realiza el modelo (V,(-,-),A) en un punto P € M.

Demostracion.

Tomamos M entorno de Py (xi,...,Xp) un sistema de
coordenadas locales (reales analiticas) centradas en P.

Haciendo un cambio de coordenadas lineal, podemos suponer que
{8%'_} es una base ortonormal de TpM.

Definimos como antes:

kI
8ij = 5U + A,'jk/X X
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Teorema

Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico. Existe una variedad
Riemanniana (M, g) real analitica con curvatura escalar constante
que realiza el modelo (V,(-,-),A) en un punto P € M.

Demostracion.

Tomamos M entorno de Py (xi,...,Xp) un sistema de
coordenadas locales (reales analiticas) centradas en P.

Haciendo un cambio de coordenadas lineal, podemos suponer que
{8%'_} es una base ortonormal de TpM.

Definimos como antes:

kI
8ij = 5U + A,'jk/X X

Entonces (M, g) realizan el modelo (V, (-,-), A) . Pero no tiene
necesariamente curvatura escalar contante.
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Teorema

Sea (V,(-,-),A) un modelo algebraico. Existe una variedad
Riemanniana (M, g) real analitica con curvatura escalar constante
que realiza el modelo (V,(-,-),A) en un punto P € M.

Demostracion.

Tomamos M entorno de Py (xi,...,Xp) un sistema de
coordenadas locales (reales analiticas) centradas en P.

Haciendo un cambio de coordenadas lineal, podemos suponer que
{a%'_} es una base ortonormal de TpM.

Definimos como antes:

kI
8ij = 5U + A,'jk/X X

Entonces (M, g) realizan el modelo (V, (-,-), A) . Pero no tiene
necesariamente curvatura escalar contante.

OBJETIVO: Modificar g a métrica de curvatura escalar constante. )
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante
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Realizacién geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constant

Variedades con curvatura escalar constante

Transformacién de g
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cién geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constan

Variedades con curvatura escalar constante

Transformacién de g

Definimos una tranformacién conforme:
g:=(1+29)g

con ¢(0) = 0.
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cién geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constan

Variedades con curvatura escalar constante

Transformacién de g

Definimos una tranformacién conforme;:
g:=(1+29)g

con ¢(0) = 0.
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cién geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constan

Variedades con curvatura escalar constante

Transformacién de g

Definimos una tranformacién conforme;:
g:=(1+29)g

con ¢(0) = 0.

Observaciones:
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Transformacién de g

Definimos una tranformacién conforme;:
g:=(1+29)g

con ¢(0) = 0.

Observaciones:
@ Puesto que ¢(0) =0, & es una métrica definida en un entorno
de 0.
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Transformacién de g

Definimos una tranformacién conforme;:
g:=(1+29)g

con ¢(0) = 0.

Observaciones:
@ Puesto que ¢(0) =0, & es una métrica definida en un entorno
de 0.
@ Puesto que g debe realizar (V, (-,-), A) , debe verificarse

(65 = 5 59):

Rt = lo Riji + g1dik — ik — idir + &bt = Ajjua
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Transformacién de g

Definimos una tranformacién conforme;:
g:=(1+29)g

con ¢(0) = 0.

Observaciones:
@ Puesto que ¢(0) =0, & es una métrica definida en un entorno
de 0.
@ Puesto que g debe realizar (V, (-,-), A) , debe verificarse

90 ..
(95 = 5 59):
Rt = lo Riji + g1dik — ik — idir + &bt = Ajjua
o Para que 7 sea constante debe verificarse:

7 —714(0)=0
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Transformacion de g

Definimos una tranformacién conforme;:
g:=(1+29)g

con ¢(0) = 0.

Tenemos la ecuacién en derivadas parciales:

- .. o »(0)=0
7 —7,(0) =0 con condiciones iniciales: { =
2(0) { Rijxi(0) = Rijxi(0)
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Realizaci6n geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades con curvatura escalar constante

Variedades con curvatura escalar constante

Transformacion de g

Definimos una tranformacién conforme;:
g:=(1+29)g

con ¢(0) = 0.

Sistema de EDPs
Tenemos la ecuacién en derivadas parciales:

- .. o »(0)=0
7 —7,(0) =0 con condiciones iniciales: { =
2(0) { Rijxi(0) = Rijxi(0)

Miguel Brozos Vazquez Realizacién geométrica de la curvatura
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Variedades con curvatura escalar constante

Transformacion de g

Definimos una tranformacién conforme;:
g:=(1+29)g

con ¢(0) = 0.

Sistema de EDPs
Tenemos la ecuacién en derivadas parciales:

¢(0) =0

7 —7,(0) =0 con condiciones iniciales: { =
T Tg( ) ICI INICI { RUk/(O) _ R,Jk/(O)
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Variedades con curvatura escalar constante

Sean x = (x1, ..., Xn) coordenadas en R" y x = (y, x,) donde
y = (x1,..., xn_1) € R""1. Sea W un espacio vectorial auxiliar.

Sea u = (up, u1,...,uy) € W@ R™L,

Suponemos dada una funcién real analitica ¥(x, u) que toma
valores en W y una coleccién de funciones reales analiticas

YU (x, u) = 9 (x, u) que toman valores en End(W) y que estan
definidas cerca de 0. Dada una funcién real analitica U : R" — W
definida cerca de x =0, sea u(x) := (uo(x), ..., un(x)) donde

up(x) == U(x), wi(x):=01U(x), ..., un(x):=0,U(x).

Teorema de Cauchy-Kovalevskaya (Evans)

Si det1)™(0) # 0, existe € > 0 y una anica U real analitica definida
para |x| < € que satisface las ecuaciones:

WY (x, u(x))9;8;U(x) + 1(x, u(x)) = 0,
U(y,0)0=0, y 0,U(y,0)=0.
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

7—15(0)=0, ¢(y,0)=0, 0n(y,0)=0. (1)
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

7—15(0)=0, ¢(y,0)=0, 0n(y,0)=0. (1)

Hipétesis: j1nn(0) # 07
Calculamos

Riji = \ORUk/ + gji%ik — &ilPjk — &ikPil + gikPjl,
7 —15(0) = |08"8* gy — gudjx — gixbir + gixbji} -
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

7—15(0)=0, ¢(y,0)=0, 0n(y,0)=0. (1)

Hipétesis: j1nn(0) # 07
Calculamos

Ukl \oRUk/ + gji%ik — &ilPjk — &ikPil + gikPjl,
7 — 15(0) = |08"8* {gydik — gudjx — gixbi + gikbji} -

Obtenemos ,,(0) = (2 — 2n) # 0.
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

7—15(0)=0, ¢(y,0)=0, 0n(y,0)=0. (1)

Hipétesis: j1nn(0) # 07
Calculamos

Ukl \oRUk/ + gji%ik — &ilPjk — &ikPil + gikPjl,
7 — 15(0) = |08"8* {gydik — gudjx — gixbi + gikbji} -

Obtenemos ,,(0) = (2 — 2n) # 0.
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

Hipétesis: j1nn(0) # 07Si— existe ¢

Calculamos

Ukl \oRUk/ + gji%ik — &ilPjk — &ikPil + gikPjl,
7 — 15(0) = |08"8* {gydik — gudjx — gixbi + gikbji} -

Obtenemos ,,(0) = (2 — 2n) # 0.

iEs R(0) = R(0)?

v
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

7—15(0)=0, ¢(y,0)=0, 0n(y,0)=0. (1)

Hipétesis: j1nn(0) # 07Si— existe ¢

Calculamos

Ukl \oRUk/ + gji%ik — &ilPjk — &ikPil + gikPjl,
7 — 15(0) = |08"8* {gydik — gudjx — gixbi + gikbji} -

Obtenemos ,,(0) = (2 — 2n) # 0.

iEs R(0) = R(O)?

¢(y,0) =
n<z>(y, 0) =

v
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

7—15(0)=0, ¢(y,0)=0, 0n(y,0)=0. (1)

V.

Hipétesis: j1nn(0) # 07Si— existe ¢

Calculamos

Ukl \oRUk/ + gji%ik — &ilPjk — &ikPil + gikPjl,
7 — 15(0) = |08"8* {gydik — gudjx — gixbi + gikbji} -

Obtenemos ,,(0) = (2 — 2n) # 0.

iEs R(0) = R(0)?

mgy, ; };‘%(0):0,1#,:.

v
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

7—15(0)=0, ¢(y,0)=0, 0n(y,0)=0. (1)

V.

Hipétesis: j1nn(0) # 07Si— existe ¢

Calculamos

Ukl \oRUk/ + gji%ik — &ilPjk — &ikPil + gikPjl,
7 — 15(0) = |08"8* {gydik — gudjx — gixbi + gikbji} -

Obtenemos ,,(0) = (2 — 2n) # 0.

iEs R(0) = R(0)?

R
Bnd(y,0) = };“‘5”(0)‘0”7&' = G =0

7 —714(0)=0
o
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

7—15(0)=0, ¢(y,0)=0, 0n(y,0)=0. (1)

V.

Hipétesis: j1nn(0) # 07Si— existe ¢

Calculamos

Ukl \oRUk/ + gji%ik — &ilPjk — &ikPil + gikPjl,
7 — 15(0) = |08"8* {gydik — gudjx — gixbi + gikbji} -

Obtenemos ,,(0) = (2 — 2n) # 0.

iEs R(0) = R(O)?

0= o 0jkn ~
7 —714(0)=0 )
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Variedades con curvatura escalar constante

Resolveremos el sistema:

7—15(0)=0, ¢(y,0)=0, 0n(y,0)=0. (1)

V.

Hipétesis: j1nn(0) # 07Si— existe ¢

Calculamos

Ukl \oRUk/ + gji%ik — &ilPjk — &ikPil + gikPjl,
7 — 15(0) = |08"8* {gydik — gudjx — gixbi + gikbji} -

Obtenemos ,,(0) = (2 — 2n) # 0.

iEs R(0) = R(0)?

o(y,0) = o
Bnd(y, 0) = } =0 =0#nl 0= R0)=R0O)
7 —714(0)=0 )
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Indice

@ Introduccién

© Realizacion geométrica mediante variedades con curvatura
escalar constante

@ Variedades conformemente llanas

© Realizacion geométrica de modelos complejos
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Variedades conformemente llanas
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Variedades conformemente llanas

Sea (V,(-,),A) un modelo con W = 0.
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Variedades conformemente llanas

Sea (V,(-,),A) un modelo con W = 0.

o Existe una variedad Riemanniana conformemente llana (M, g)
que realice el modelo (V, (-,-),A) ?
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Variedades conformemente llanas

Sea (V,(-,),A) un modelo con W = 0.

o Existe una variedad Riemanniana conformemente llana (M, g)
que realice el modelo (V, (-,-),A) ?

@ Ademas, jpuede escogerse (M, g) con curvatura escalar
constante?
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Variedades conformemente llanas

Sea (V,(-,),A) un modelo con W = 0.

o Existe una variedad Riemanniana conformemente llana (M, g)
que realice el modelo (V, (-,-),A) ?

@ Ademas, ;puede escogerse (M, g) con curvatura escalar
constante?

Teorema

Sea (V, (-,-), A) un modelo con W = 0, n > 4. Existe una variedad
Riemanniana real analitica conformemente llana y con curvatura
escalar constante que realiza (V,(-,-), A) en un punto P € M.

| A
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Variedades conformemente llanas

Sea (V,(-,),A) un modelo con W = 0.

o Existe una variedad Riemanniana conformemente llana (M, g)
que realice el modelo (V, (-,-),A) ?

@ Ademas, ;puede escogerse (M, g) con curvatura escalar
constante?

Teorema

Sea (V, (-,-), A) un modelo con W = 0, n > 4. Existe una variedad
Riemanniana real analitica conformemente llana y con curvatura
escalar constante que realiza (V,(-,-), A) en un punto P € M.

| A
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Variedades conformemente llanas

Sea (V,(-,),A) un modelo con W = 0.

o Existe una variedad Riemanniana conformemente llana (M, g)
que realice el modelo (V, (-,-),A) ?

@ Ademas, ;puede escogerse (M, g) con curvatura escalar
constante?

Teorema

Sea (V, (-,-), A) un modelo con W = 0, n > 4. Existe una variedad
Riemanniana real analitica conformemente llana y con curvatura
escalar constante que realiza (V,(-,-), A) en un punto P € M.

| A
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Variedades conformemente llanas

Sea (V,(-,),A) un modelo con W = 0.

o Existe una variedad Riemanniana conformemente llana (M, g)
que realice el modelo (V, (-,-),A) ?

@ Ademas, ;puede escogerse (M, g) con curvatura escalar
constante?

Teorema

Sea (V, (-,-), A) un modelo con W = 0, n > 4. Existe una variedad
Riemanniana real analitica conformemente llana y con curvatura
escalar constante que realiza (V,(-,-), A) en un punto P € M.

| A

Miguel Brozos Vazquez Realizacién geométrica de la curvatura



Realizacién geométrica mediante variedades con curvatura escalar constante Variedades conformemente llanas

Variedades conformemente llanas

Demostracidn.
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Variedades conformemente llanas

Demostracion.
Paso 1. Construccién de g conformemente llana.
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Variedades conformemente llanas

Demostracion.
Paso 1. Construccién de g conformemente llana.

o W = 0= El tensor de Ricci determina la curvatura A
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Variedades conformemente llanas

Demostracion.
Paso 1. Construccién de g conformemente llana.

o W = 0= El tensor de Ricci determina la curvatura A
o Consideramos

g:=(1+¢(x)()

con ¢ cuadratica
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Variedades conformemente llanas

Demostracion.
Paso 1. Construccién de g conformemente llana.

o W = 0= El tensor de Ricci determina la curvatura A
o Consideramos

g =1+ o(x))()

con ¢ cuadratica
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Variedades conformemente llanas

Demostracion.
Paso 1. Construccién de g conformemente llana.

o W = 0= El tensor de Ricci determina la curvatura A
o Consideramos

g = (1+¢(x))(,")
e g no singular para x pequefio

con ¢ cuadratica =
e g confomemente llana
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Variedades conformemente llanas

Demostracidn.

Paso 1. Construccién de g conformemente llana.
o W = 0= El tensor de Ricci determina la curvatura A
o Consideramos
g = (1+¢(x))(,")
a1 2500 b peer

e Para que p(0) = pa tomamos

€Jj7-+(2 2”)ij 2 2 ey
¢ Z )(n_2) XJ +§2_npUX1XJ
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Variedades conformemente llanas

Demostracidn.

Paso 1. Construccién de g conformemente llana.
o W = 0= El tensor de Ricci determina la curvatura A
o Consideramos
g = (1+¢(x))(,")
a1 2500 b peer

e Para que p(0) = pa tomamos

8117_4_(2 2”)ij 2 2 ey
¢ Z )(n_2) XJ +§2_npUX1XJ

Paso 2. Modificacién de g para obtener curvatura escalar
constante.
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Variedades conformemente llanas

Demostracion.
Paso 1. Construccién de g conformemente llana.

o W = 0= El tensor de Ricci determina la curvatura A
o Consideramos

g = (1+¢(x))(,")
e g no singular para x pequefio

con ¢ cuadratica =
e g confomemente llana

e Para que p(0) = pa tomamos

€JJT+(2 2n)pjj o 2
¢ = Z “1)(n—2) 9 +Zmp;jx;xj~

i<j

Paso 2. Modificacién de g para obtener curvatura escalar

constante.
e Utilizamos Teorema de Cauchy-Kovalevskaya como en el teorema

anterior.
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Indice

© Realizacion geométrica de modelos complejos
o Variedades casi-Hermiticas
o Variedades Hermiticas
o Variedades Kahler
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Definiciones

Variedad casi-Hermitica

(M, g,J) es una variedad casi-Hermitica si
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Definiciones

Variedad casi-Hermitica

(M, g,J) es una variedad casi-Hermitica si

Q (M, g) es una variedad Riemanniana
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Definiciones

Variedad casi-Hermitica

(M, g,J) es una variedad casi-Hermitica si
Q (M, g) es una variedad Riemanniana

Q J: TM — TM estructura compleja:
J2:_Ida g(JvJ):g(a)
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Definiciones

(M, g,J) es una variedad casi-Hermitica si
Q (M, g) es una variedad Riemanniana

Q J: TM — TM estructura compleja:
J?=—-/d, g(J, ) =g(-,")

Sea (M, g, J) una variedad casi-Hermitica. (M, g, J) se dice
Hermitica si J es integrable:
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Definiciones

(M, g,J) es una variedad casi-Hermitica si
Q (M, g) es una variedad Riemanniana

Q J: TM — TM estructura compleja:
J?=—-/d, g(J, ) =g(-,")

Sea (M, g, J) una variedad casi-Hermitica. (M, g, J) se dice
Hermitica si J es integrable:

o Existen coordenadas locales en torno a cada punto
(X1, s Xny Y1, ---, ¥n) de modo que

jax,- = ay,' y ja}/i = _axi :
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Definiciones

(M, g,J) es una variedad casi-Hermitica si
Q (M, g) es una variedad Riemanniana

Q J: TM — TM estructura compleja:
J?=—-/d, g(J, ) =g(-,")

Sea (M, g, J) una variedad casi-Hermitica. (M, g, J) se dice
Hermitica si J es integrable:

o Existen coordenadas locales en torno a cada punto
(X1, s Xny Y1, ---, ¥n) de modo que
jaxi = ay; y jay,‘ = _axi‘

o Equivalentemente, el tensor de Nijenhuis se anula:

Ng(x,y) =[x, y] + T[T x, y] + T[x, Ty] — [T x, Ty].




Realizacién geométrica de modelos complejos
Modelos algebraicos complejos
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Realizacién geométrica de modelos complejos
Modelos algebraicos complejos

Modelo algebraico complejo

Llamamos modelo algebraico complejo al cuadruple (V, (-, ), J, A) :
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Modelos algebraicos complejos

Llamamos modelo algebraico complejo al cuadruple (V, (-, -), J, A) :

@ V: un espacio vectorial de dimensién n.
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Modelos algebraicos complejos

Llamamos modelo algebraico complejo al cuadruple (V, (-, -), J, A) :
@ V: un espacio vectorial de dimensién n.

@ (-,-): un producto escalar en V.
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Modelos algebraicos complejos

Llamamos modelo algebraico complejo al cuadruple (V, (-, -), J, A) :
@ V: un espacio vectorial de dimensién n.
@ (-,-): un producto escalar en V.
© J: estructura compleja (J2 = —Id y J*(-,-) = (-,-))
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Modelos algebraicos complejos

Llamamos modelo algebraico complejo al cuadruple (V, (-, -), J, A) :
@ V: un espacio vectorial de dimensién n.
@ (-,-): un producto escalar en V.
© J: estructura compleja (J2 = —Id y J*(-,-) = (-,-))

@ A: un tensor curvatura algebraico.
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Modelos algebraicos complejos

Modelo algebraico complejo

Llamamos modelo algebraico complejo al cuadruple (V, (-, -), J, A) :

@ V: un espacio vectorial de dimensién n.

@ (-,-): un producto escalar en V.

© J: estructura compleja (J? = —Id y J*(-,-) = (-, -))
@ A: un tensor curvatura algebraico.

4

Operadores asociados a la curvatura
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Modelos algebraicos complejos

Modelo algebraico complejo

Llamamos modelo algebraico complejo al cuadruple (V, (-, ), J, A) :

@ V: un espacio vectorial de dimensién n.

@ (-,-): un producto escalar en V.

© J: estructura compleja (J? = —Id y J*(-,-) = (-, -))
@ A: un tensor curvatura algebraico.

4

Operadores asociados a la curvatura

Tensor de Ricci estrella

p*(X, .y) = Zi R(ei7X7 Jel'a Jy)
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Modelos algebraicos complejos

Modelo algebraico complejo

Llamamos modelo algebraico complejo al cuadruple (V, (-, ), J, A) :

@ V: un espacio vectorial de dimensién n.

@ (-,-): un producto escalar en V.

© J: estructura compleja (J? = —Id y J*(-,-) = (-, -))
@ A: un tensor curvatura algebraico.

4

Operadores asociados a la curvatura

Tensor de Ricci estrella Curvatura escalar estrella
p*(xvy):Zi R(ei, x, Jei, Jy) T*:Eip*(ehei)
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Indice

Q Introduccién

@ Realizacion geométrica mediante variedades con curvatura
escalar constante

© Realizacion geométrica de modelos complejos
o Variedades casi-Hermiticas
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Variedades casi-Hermiticas
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Variedades casi-Hermiticas

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.
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Variedades casi-Hermiticas

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.

o jExiste una variedad casi-Hermitica (M, g, J) que realice el
modelo (V, (-,-),J,A) ?
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Variedades casi-Hermiticas

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.
o (Existe una variedad casi-Hermitica (M, g, J) que realice el
modelo (V, (-,-),J,A) ?
o Ademas, jpuede escogerse (M, g, J) con curvatura escalar
constante?
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Variedades casi-Hermiticas

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.
o (Existe una variedad casi-Hermitica (M, g, J) que realice el
modelo (V, (-,-),J,A) ?
o Ademas, jpuede escogerse (M, g, J) con curvatura escalar
constante?;Y con curvatura escalar estrella constante?
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Variedades casi-Hermiticas

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.
o (Existe una variedad casi-Hermitica (M, g, J) que realice el
modelo (V, (-,-),J,A) ?

o Ademas, puede escogerse (M, g, J) con curvatura escalar
constante?;Y con curvatura escalar estrella constante?

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo, n > 4. Existe una variedad
casi-Hermitica real analitica (M, g, J) que realiza (V, (-, ), J, A)
en un punto P € M, y que ademas tiene

@ curvatura escalar constante y

@ curvatura escalar estrella constante.
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Variedades casi-Hermiticas

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.
o (Existe una variedad casi-Hermitica (M, g, J) que realice el
modelo (V, (-,-),J,A) ?

o Ademas, puede escogerse (M, g, J) con curvatura escalar
constante?;Y con curvatura escalar estrella constante?

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo, n > 4. Existe una variedad
casi-Hermitica real analitica (M, g, J) que realiza (V, (-,-), J, A)
en un punto P € M, y que ademas tiene

@ curvatura escalar constante y

@ curvatura escalar estrella constante.
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Variedades casi-Hermiticas

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.
o (Existe una variedad casi-Hermitica (M, g, J) que realice el
modelo (V, (-,-),J,A) ?

o Ademas, puede escogerse (M, g, J) con curvatura escalar
constante?;Y con curvatura escalar estrella constante?

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo, n > 4. Existe una variedad
casi-Hermitica real analitica (M, g, J) que realiza (V, (-, ), J, A)
en un punto P € M, y que ademas tiene

@ curvatura escalar constante y

@ curvatura escalar estrella constante.
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Variedades casi-Hermiticas

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.
o (Existe una variedad casi-Hermitica (M, g, J) que realice el
modelo (V, (-,-),J,A) ?

o Ademas, puede escogerse (M, g, J) con curvatura escalar
constante?;Y con curvatura escalar estrella constante?

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo, n > 4. Existe una variedad
casi-Hermitica real analitica (M, g, J) que realiza (V, (-, ), J, A)
en un punto P € M, y que ademas tiene

@ curvatura escalar constante y

@ curvatura escalar estrella constante.
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Variedades casi-Hermiticas

Demostracion.
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Variedades casi-Hermiticas

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el teorema previo
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Variedades casi-Hermiticas

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el teorema previo
Paso 2.
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Variedades casi-Hermiticas

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el teorema previo
Paso 2.

o Extendemos J constante en los campos coordenados.
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Variedades casi-Hermiticas

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el teorema previo
Paso 2.

o Extendemos J constante en los campos coordenados.

o Definimos ¢ autoadjunta de modo que (x,y) = g(¥x,y) y
tomamos J = 1) Jip L.
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Variedades casi-Hermiticas

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el teorema previo
Paso 2.

o Extendemos J constante en los campos coordenados.

° DefinimosN@b autoadjunta de modo que (x,y) = g(¥x,vy)y
tomamos J = ¢Jy~ L.
Paso 3.
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Variedades casi-Hermiticas

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el teorema previo
Paso 2.

o Extendemos J constante en los campos coordenados.
° DefinimosN@b autoadjunta de modo que (x,y) = g(¥x,vy)y
tomamos J = ¢Jy~ L.
Paso 3.

@ Consideramos una variacién de la métrica del tipo:
g = g+&{dx1 ®dxq — Jdx1 @ Jdx1 } +n{ dxp ® dxp, — Jdx, @ Jdx, }

con {(P) =0y n(P)=0.
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Variedades casi-Hermiticas

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el teorema previo
Paso 2.

o Extendemos J constante en los campos coordenados.
° Definimost autoadjunta de modo que (x,y) = g(¥x,vy)y
tomamos J = ¢Jy~ L.
Paso 3.

O Consideramos una variacién de la métrica del tipo:
g = g+&{dx1®@dxy — Jdxy ® Jdx } +n{ dxp @ dx, — Jdxp, @ Jdxp }

con £(P)=0yn(P)=0.
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Variedades casi-Hermiticas

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el teorema previo
Paso 2.

o Extendemos J constante en los campos coordenados.

° Definimost autoadjunta de modo que (x,y) = g(¥x,vy)y
tomamos J = ¢Jy~ L.

Paso 3.

O Consideramos una variacién de la métrica del tipo:
g = g+&{dx1®@dxy — Jdxy ® Jdx } +n{ dxp @ dx, — Jdxp, @ Jdxp }

con {(P) =0y n(P)=0.
@ Aplicamos el Teorema de Cauchy-Kovalevskaya en su version

vectorial para garantizar la existencia de la métrica con 7y 7*
constantes.
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Indice

Q Introduccién

@ Realizacion geométrica mediante variedades con curvatura
escalar constante

© Realizacion geométrica de modelos complejos

@ Variedades Hermiticas
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Variedades Hermiticas
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Variedades Hermiticas

Problema

Sea (V,(-,+),J, A) un modelo complejo.
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Variedades Hermiticas

Problema

Sea (V,(-,+),J, A) un modelo complejo.
e ;Existe una variedad Hermitica (M, g, J) que realiza el modelo
(V’ <" '>’J7A) [
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Variedades Hermiticas

Problema

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.
e ;Existe una variedad Hermitica (M, g, J) que realiza el modelo

V, (), J,A) 7
(Vi (), 4, A) NO
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Variedades Hermiticas

Problema

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo complejo.
e ;Existe una variedad Hermitica (M, g, J) que realiza el modelo

V, (), J,A) 7
(Vi (), 4, A) NO

Identidad de Gray

El tensor curvatura de toda variedad Hermitica verifica:
0 = Alx,y,z,w)+ A(Jx,Jy, Jz, Jw)
—A(JIx, Jy, z,w) — A(x,y, Jz, Jw) — A(Jx, y, Jz, w)
—A(x,Jy, z, Jw) — A(JIx, y, z, Jw) — A(x, Jy, Jz, w)

| \
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Variedades Hermiticas

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo.
e ;Existe una variedad Hermitica (M, g, J) que realiza el modelo

V, (), J,A) ?
(V5 (o), 4, A) NO

El tensor curvatura de toda variedad Hermitica verifica:
0 = Alx,y,z,w)+ A(Jx,Jy, Jz, Jw)
—A(JIx, Jy, z,w) — A(x,y, Jz, Jw) — A(Jx, y, Jz, w)
—A(x,Jy, z, Jw) — A(Jx, y, z, Jw) — A(x, Jy, Jz, w)

Teorema

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo. Entonces A verifica la
Identidad de Gray siy s6lo si existe una variedad Hermitica
(M, g,J) que realiza (V,(-,-),J,A) en un punto P.
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Variedades Hermiticas

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo.
e ;Existe una variedad Hermitica (M, g, J) que realiza el modelo

V, (), J,A) ?
(V5 (o), 4, A) NO

El tensor curvatura de toda variedad Hermitica verifica:
0 = Alx,y,z,w)+ A(Jx,Jy, Jz, Jw)
—A(JIx, Jy, z,w) — A(x,y, Jz, Jw) — A(Jx, y, Jz, w)
—A(x,Jy, z, Jw) — A(Jx, y, z, Jw) — A(x, Jy, Jz, w)

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo. Entonces A verifica la
Identidad de Gray si y sélo si existe una variedad Hermitica
(M, g,J) que realiza (V,(-,-),J,A) en un punto P.
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Variedades Hermiticas

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo.
e ;Existe una variedad Hermitica (M, g, J) que realiza el modelo

V, (), J,A) ?
(V5 (o), 4, A) NO

El tensor curvatura de toda variedad Hermitica verifica:
0 = Alx,y,z,w)+ A(Jx,Jy, Jz, Jw)
—A(JIx, Jy, z,w) — A(x,y, Jz, Jw) — A(Jx, y, Jz, w)
—A(x,Jy, z, Jw) — A(Jx, y, z, Jw) — A(x, Jy, Jz, w)

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo complejo. Entonces A verifica la
Identidad de Gray si y sélo si existe una variedad Hermitica
(M, g,J) que realiza (V,(-,-),J,A) en un punto P.
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermitica:

Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Teorema. Sea A = {tensores curvatura algebraicos}. Entonces A
se descompone en U-mébdulos irreducibles:
A=W EWr & W3 D W4 & W5 D Ws ® W7 ® Ws ® Wy & Wrp.
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Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Teorema. Sea A = {tensores curvatura algebraicos}. Entonces A
se descompone en U-mébdulos irreducibles:
A=W EWo & W3 D W4 & W5 D Ws ® W7 ® Ws & Wy & Wrp.

dim(V) =4 |dim(V) =6 | dim(V)=2n>38
W |1 1 1
Wr |3 8 n”—1
Wi |5 27 an*(n—1)(n+3)
Wi |1 1 1
Ws |0 n””—1
Ws |0 0 in?(n+1)(n—3)
Wy |2 12 en’(n® — 1)
Ws | 6 12 n?+n
Wy |2 6 n”>—n
Wio | O 30 %nQ(nz —4)
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Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Teorema. Sea A = {tensores curvatura algebraicos}. Entonces A
se descompone en U-mébdulos irreducibles:
A=W EWo & W3 D W4 & W5 D Ws ® W7 ® Ws & Wy & Wrp.

dim(V) =4 |dim(V) =6 | dim(V)=2n>38
W |1 1 1
Wr |3 8 n”—1
Wi |5 27 an*(n—1)(n+3)
Wiy |1 1 1
Ws |0 n””—1
Ws |0 0 in?(n+1)(n—3)
Wy |2 12 en’(n® — 1)
Ws | 6 12 n?+n
Wy |2 6 n”>—n
Wio | O 30 %nQ(nz —4)
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Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Teorema. Sea A = {tensores curvatura algebraicos}. Entonces A
se descompone en U-mébdulos irreducibles:
A=W EWo & W3 D W4 & W5 D Ws ® W7 ® Ws & Wy & Wrp.

dim(V) =4 |dim(V) =6 | dim(V)=2n>38
W |1 1 1
Wa |3 8 n’—1
Wi |5 27 an*(n—1)(n+3)
Wi |1 1 1
Ws |0 n —1
Ws |0 0 in?(n+1)(n—3)
Wy |2 12 en’(n® — 1)
Ws | 6 12 n?+n
Wy |2 6 n”>—n
Wio | O 30 %nQ(nz —4)
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Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Teorema. Sea A = {tensores curvatura algebraicos}. Entonces A
se descompone en U-médulos irreducibles:

A=W EWr & W3 D W4 & W5 D Ws ® W7 ® Wsg ® Wy ® Whp.
Q7T WidWs~RR.
Q Si2n=4pyys: Wox 5§7+(V*).
Q Si2n>6, po+5sDpy s Wa®Ws ~ 5§7+(V*) ® S&JF(V*).
QO Wy ={AcA: Alx,y,z,w) =
A(Jx,Jy,z,w) Vx, y,z, w} Nker(p).
Si2n>8 Wes=ker(p® p)N{AcA: J*A= A} N Wy,
Wy ={Aecd: A(Ux,y,z,w) = A(x, y, Jz,w)Vx,y,z, w}.
p—s: Wg = S2(V*).
PEA W~ A2 (V*).
Si2n>6, Wip={AecA: J*A=—A} nker(p @ p*).

©000O0
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Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Descomposicion del espacio de tensores curvatura en U/-modulos
irreducibles:

WieWo, oW & WadWsdWe & Wy & Wsd Wy D Wig
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Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Descomposicion del espacio de tensores curvatura en U/-modulos
irreducibles:

WieWo, oW & WadWsdWe & Wy & Wsd Wy D Wig

|
R(x,y) = R(Jx, Jy)
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Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Descomposicion del espacio de tensores curvatura en U/-modulos
irreducibles:

WieWo, oW & WadWsdWe & Wy & Wsd Wy D Wig

|
R(x,y) = R(Jx, Jy)

R(x,y,z,v) = R(Jx,Jy, z,v)
+ R(Jx,y,Jz,v) + R(Ix,y, z, Jv)
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Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Descomposicion del espacio de tensores curvatura en U/-modulos
irreducibles:

WieWo, oW & WadWsdWe & Wy & Wsd Wy D Wig

|
R(x,y) = R(Jx, Jy)

R(x,y,z,v) = R(Jx,Jy, z,v)
+ R(Jx,y,Jz,v) + R(Ix,y, z, Jv)

JR=R J'R=-R
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Descomposicion de Tricerri-Vanhecke

Descomposicion del espacio de tensores curvatura en U/-modulos
irreducibles:

WieWo, oW & WadWsdWe & Wy & Wsd Wy D Wig

|
R(x,y) = R(Jx, Jy)

R(x,y,z,v) = R(Jx,Jy, z,v)
+ R(Jx,y,Jz,v) + R(Ix,y, z, Jv)

JR=R J'R=-R

Si R es el tensor curvatura de una variedad Hermitica verifica,
entonces
R c Wi
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Expresion local de variedades Hermiticas
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Expresion local de variedades Hermiticas

Coordenadas en C” = R?™: (uy,...,u2) = (X1, Xn, Y1, -+ +»Yn).
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades H

Expresion local de variedades Hermiticas

Coordenadas en C" = R?™: (uy,...,u2) = (X1, Xn, Y1, -+ s Yn).
Estructura compleja integrable: 7(0y,) = 0,, y J(0,,) = —0y,
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Expresion local de variedades Hermiticas

Coordenadas en C" = R?™: (uy,...,u2) = (X1, Xn, Y1, -+ s Yn).
Estructura compleja integrable: 7(0y,) =0y, y J(0),) = —0x,
Métrica:

gij = (5,J + 2@,-]-;</uku/
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Expresion local de variedades Hermiticas

Coordenadas en C" = R?™: (uy,...,u2) = (X1, Xn, Y1, -+ s Yn).
Estructura compleja integrable: 7(0y,) =0y, y J(0),) = —0x,
Métrica:

gij = (5,1 + 2@,-jk/ukul

Entonces: )
RP(OLI” an7 auk7 au,): 5{8U,‘8ngjjl + 8U_,(A?Ll[g‘lk - au,'au,gjk - 8ujaukg”}
=Oiji + Ojiik — Oijjk — Ojkil
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Expresion local de variedades Hermiticas

Coordenadas en C" = R?™: (uy,...,u2) = (X1, Xn, Y1, -+ s Yn).
Estructura compleja integrable: 7(0y,) =0y, y J(0),) = —0x,
Métrica:

gij = (5,1 + 2@Uk/uku’

Entonces: )
RP(auia 8Uj7 8uk7 au,): 5{8u;8ukgjl + 8uj-au,gik - au;au,gjk - 8Ujaukg”}
=Oiji + Ojiik — Oijjk — Ojkil

Linealizacion del problema

Para © € S2(V*) ® S?(V*). Definimos
L£:S2(V)® S (V) —A

como la aplicacién U-equivariante:

E(@)(X7 y’ Z’ W) = @(X7 z’ y? W) + @(y’ W7 X7 z)
—O(x,w,y,z) — O(y,z,x,w)
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Expresion local de variedades Hermiticas

Coordenadas en C" = R?™: (uy,...,u2) = (X1, Xn, Y1, -+ s Yn).
Estructura compleja integrable: 7(0y,) =0y, y J(0),) = —0x,
Métrica:

gij = (5,1 + 2@Uk/uku’

Entonces: )
RP(au,'v 8Uj7 8uk7 8U,): 5{8u;8ukgj/ + 8Ujau,gik - au;au,gjk - 8uj-aukgil}
=Oiji + Ojiik — Oijjk — Ojkil

Para © € S3(V*) ® S?(V*). Definimos
L£:S2(V)® S (V) —A
como la aplicacién U-equivariante:

E(e)(X7 y’ Z’ W) = @(X7 z’ y? W) + @(y’ W7 X7 z)
—O(x,w,y,z) — O(y,z,x,w)
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Expresion local de variedades Hermiticas

Coordenadas en C" = R?™: (uy,...,u2) = (X1, Xn, Y1, -+ s Yn).
Estructura compleja integrable: 7(0y,) =0y, y J(0),) = —0x,
Métrica:

gij = (5,1 + 2@Uk/uku’

Entonces: )
RP(auia 8Uj7 8uk7 au,): 5{8u;8ukgjl + 8uj-au,gik - au;au,gjk - 8Ujaukg”}
=Oiji + Ojiik — Oijjk — Ojkil

Para © € S2(V*) ® S?(V*). Definimos
L£:S2(V)® S (V) —2A
como la aplicacién U-equivariante:

E(@)(X7 y’ Z’ W) = @(X7 z’ y? W) + @(y’ W7 X7 z)
—O(x,w,y,z) — O(y,z,x,w)
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Expresion local de variedades Hermiticas

Coordenadas en C" = R?™: (uy,...,u2) = (X1, Xn, Y1, -+ s Yn).
Estructura compleja integrable: 7(0y,) =0y, y J(0),) = —0x,
Métrica:

gij = (5,1 + 2@Uk/uku’

Entonces: )
RP(auia 8Uj7 8uk7 au,): 5{8u;8ukgjl + 8uj-au,gik - au;au,gjk - 8Ujaukg”}
=Oiji + Ojiik — Oijjk — Ojkil

Para © € S2(V*) ® S?(V*). Definimos
L£:S2(V)® S (V) —A
como la aplicacién U-equivariante:

L(O)(x,y,z,w) = O(x,z,y,w)+ O(y,w,x,2z)
—O(x,w,y,z) —O(y,z,x,w)
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Realizacion geométrica por variedades Hermiticas

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo algebraico. Entonces podemos
realizarlo si (y sélo si) A € Rango(L)
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermitica:

Realizacion geométrica por variedades Hermiticas

Conclusiéon

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo algebraico. Entonces podemos
realizarlo si (y sélo si) A € Rango(L)

4

Objetivo final

Comprobar que

Rango(L) = W5
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermitica:

Realizacion geométrica por variedades Hermiticas

Conclusiéon

Sea (V,{(-,-),J,A) un modelo algebraico. Entonces podemos
realizarlo si (y sélo si) A € Rango(L)

4

Objetivo final

Comprobar que

Rango(L) = W5

o Ya sabemos Rango(L) C Wi
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Realizacion geométrica por variedades Hermiticas

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo algebraico. Entonces podemos
realizarlo si (y sélo si) A € Rango(L)

Comprobar que
Rango(L) = W5

o Ya sabemos Rango(L) C Ws-

@ Para probar que W- C Rango(L) buscaremos ejemplos que
tengan componentes en los 9 subespacios invariantes
irreducibles de la descomposicion de Tricerri y Vanhecke:

Wi Wo ® W3S Wacg Ws P W ® Ws B Wy B Wig
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Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermitica:

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exi(dx ®dxi +dy1 @ dy1) — 0x¢(dxo ® dxp + dy» ® dy»)
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermitica:

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exi(dx ®dxi +dy1 @ dy1) — 0x¢(dxo ® dxp + dy» ® dy»)
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermitica:

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exf(dxi ® dxy + dy1 ® dy1) — oxP(dxo ® dxa + dy> ® dy)
g=0-— 25x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermitica:

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exf(dxi ® dxy + dy1 ® dy1) — oxP(dxo ® dxa + dy> ® dy)
g=0-— 25x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermitica:

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

Métrica

g =0—exi(dx ®dxy + dyr ® dy1) — 0x¢(dxo ® dxo + dy> @ dy»)
g=0— 25x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)

g = — 20x2(dxy o dxa + dy1 o dys) — 2ex?(dxz o dxz + dys o dy3)
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermitica:

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

Métrica

g =0—exi(dx ®dxy + dyr ® dy1) — 0x¢(dxo ® dxo + dy> @ dy»)
g=0— 25x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)

g = — 20x2(dxy o dxa + dy1 o dys) — 2ex?(dxz o dxz + dys o dy3)
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Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exi(dx ®dxi +dy1 @ dy1) — 0x¢(dxe ® dxo + dyr ® dy»)
g =0 — 2£x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)
=0 — 2057 (dx1 ) dx2 + dy1 o dys) — 2ex?(dxa o dxz + dys o dys)
—5—2{X1 +y2 — x3 — y2}(dxq o dxa + dy; o dy)

Wy | Wo | W3 | Wy | Ws | We | We | Wo | Who
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermiticas

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exi(dx ®dxi +dy1 @ dy1) — 0x¢(dxe ® dxo + dyr ® dy»)
g =0 — 2£x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)
=0 — 2057 (dx1 ) dx2 + dy1 o dys) — 2ex?(dxa o dxz + dys o dys)
—5—2{X1 +y2 — x3 — y2}(dxq o dxa + dy; o dy)

Wy | Wo | W3 | Wy | Ws | We | We | Wo | Who
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermiticas

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exi(dx ®dxi +dy1 @ dy1) — 0x¢(dxe ® dxo + dyr ® dy»)
g=0-— 2£x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)

g =0—20x? (dx1 ) dx2 + dy1 o dys) — 2ex?(dxa o dxz + dys o dys)
g=0— 2{x1 4= yl = x2 }(dxl o dxp + dy; o dy»)
g=0-2{x—y?}dxpo dX3 + dys o dy3)

Wy | Wo | W3 | Wy | Ws | We | We | Wo | Who
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermiticas

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exi(dx ®dxi +dy1 @ dy1) — 0x¢(dxe ® dxo + dyr ® dy»)
g=0-— 2£x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)

g =0—20x? (dx1 ) dx2 + dy1 o dys) — 2ex?(dxa o dxz + dys o dys)
g=0— 2{x1 4= yl = x2 }(dxl o dxp + dy; o dy»)
g=0-2{x—y?}dxpo dX3 + dys o dy3)

Wy | Wo | W3 | Wy | Ws | We | We | Wo | Who
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermiticas

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exi(dx ®dxi +dy1 @ dy1) — 0x¢(dxe ® dxo + dyr ® dy»)
g=0-— 2£x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)

g =0—20x? (dx1 ) dx2 + dy1 o dys) — 2ex?(dxa o dxz + dys o dys)
g=0— 2{x1 4= yl = x2 }(dxl o dxp + dy; o dy»)
g=0-2{x2—y?}dxpo dX3 + dy> o dy3)

g =0—4{xix + )/1)/2}(dX3 o dxg + dys o dys)

Wy | Wo | W3 | Wy | Ws | We | We | Wo | Who
v v v v v v v v
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermiticas

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exi(dx ®dxi +dy1 @ dy1) — 0x¢(dxe ® dxo + dyr ® dy»)
g=0-— 2£x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)

g =0—20x? (dx1 ) dx2 + dy1 o dys) — 2ex?(dxa o dxz + dys o dys)
g=0— 2{x1 4= yl = x2 }(dxl o dxp + dy; o dy»)
g=0-2{x2—y?}dxpo dX3 + dy> o dy3)

g =0—4{xix + )/1)/2}(dX3 o dxg + dys o dys)

Wy | Wo | W3 | Wy | Ws | We | We | Wo | Who
v v v v v v v v v
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Hermiticas

Ejemplos que recubren los 9 espacios irreducibles

g =0 —exi(dx ®dxi +dy1 @ dy1) — 0x¢(dxe ® dxo + dyr ® dy»)
g=0-— 2£x12(dx1 o dxp + dy; o dy»)

g =0—20x? (dx1 ) dx2 + dy1 o dys) — 2ex?(dxa o dxz + dys o dys)
g=0— 2{x1 4= yl = x2 }(dxl o dxp + dy; o dy»)
g=0-2{x2—y?}dxpo dX3 + dy> o dy3)

g=10—4{xx + Y1Y2}(dX3 o dxs + dyz o dys)

Wy | Wo | W3 | Wy | Ws | We | We | Wo | Who
v v v v v v v v v

CONCLUSION: Todo modelo algebraico que cumple la identidad de
Gray es realizable en un punto de una variedad Hermitica.
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Realizacién de modelos Kahler
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Kihle

Realizacién de modelos Kahler

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo algebraico complejo. Entonces es
realizable en un punto de una variedad Kahler (VJ = 0) si y sélo si
verifica la identidad de Kahler:

A(Jx, Jy) = A(x, y)Vx, y
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Kihle

Realizacién de modelos Kahler

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo algebraico complejo. Entonces es
realizable en un punto de una variedad Kahler (VJ = 0) si y sélo si
verifica la identidad de Kahler:

A(Jx, Jy) = A(x, y)Vx, y

Demostracion.
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Kihle

Realizacién de modelos Kahler

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo algebraico complejo. Entonces es
realizable en un punto de una variedad Kahler (VJ = 0) si y sélo si
verifica la identidad de Kahler:

A(Jx, Jy) = A(x, y)Vx, y

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el caso Hermitico general.
Métrica:

8ij = (5,J + 2@,-jk/ukul
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Realizacién de modelos Kahler

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo algebraico complejo. Entonces es
realizable en un punto de una variedad Kahler (VJ = 0) si y sélo si
verifica la identidad de Kahler:

A(Jx, Jy) = A(x, y)Vx, y

Demostracion.
Paso 1. Construimos (M, g) como en el caso Hermitico general.
Meétrica:
8ij = (5,J + 2@,-jk/ukul
Paso 2. La aplicacion lineal © — dQg, define una aplicacion lineal
Ky: S2(V*) @ S?(V*) — AB(VH) @ V*
dada por
{(Ks©)(x,y,2)}(w) := O(x, Jy, z,w)+O(y, Jz, x, w)+O(z, Jx, y, w).
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Realizacién de modelos Kahler
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades

Realizacién de modelos Kahler

o ker(K}) es invariante bajo la accién de U.
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Realizacién de modelos Kahler

o ker(K}) es invariante bajo la accién de U.

@ O € ker(K)) si y sélo si go es Kahler.
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Kihle

Realizacién de modelos Kahler

o ker(K}) es invariante bajo la accién de U.
@ O € ker(K)) si y sélo si go es Kahler.
*]

L:ker(Ky)) — Wi Wo & Ws

es equivariante con respecto a la accién de U.
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Kihle

Realizacién de modelos Kahler

o ker(K}) es invariante bajo la accién de U.
@ O € ker(K)) si y sélo si go es Kahler.
*]
L:ker(K;) — Wi e Wod W3

es equivariante con respecto a la accién de U.

n—2 . .
Tomamos S? x C 2, cuya métrica tiene componentes en Wy, W
y W3.
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Realizacién geométrica de modelos complejos Variedades Kihle

Realizacién de modelos Kahler

o ker(K}) es invariante bajo la accién de U.
@ O € ker(K)) si y sélo si go es Kahler.

(*]

L: ker(KJ)—> Wi e Wo d Ws
es equivariante con respecto a la accién de U.

n—2 . .
Tomamos S? x C 2, cuya métrica tiene componentes en Wy, W
y W3.

CONCLUSION: E\ker(KJ) es sobre en Wy & Whr & W. J
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Otros resultados
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Otros resultados

Variedades almost Kahler

Sea (V,(-,-),J,A) un modelo algebraico complejo. Si 7 > 7*
entonces el modelo no es realizable por una variedad almost Kahler

(dQ = 0).
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iMuchas gracias!
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