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Esquema de la Charla

¢ Parte I:
- Borde de Cauchy de una Variedad de Finsler
- Borde de Busemann de una Variedad de Finsler

¢ Parte ll:
- Borde Causal de Espaciotiempos
- Caso Estacionario Estandar
- Otras aplicaciones
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Borde de Cauchy de una Variedad de Finsler
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Definiciones Basicas

® Variedad de Finsler: Par (M, F') formado por una variedad
diferenciable M y una métrica de Finsler F.
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Definiciones Basicas

® Variedad de Finsler: Par (M, F') formado por una variedad
diferenciable M y una métrica de Finsler F.

* Métrica de Finsler Revertida: F(z,v) := F(z, —v)(# F(z,v)).
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Definiciones Basicas

® Variedad de Finsler: Par (M, F') formado por una variedad
diferenciable M y una métrica de Finsler F.

* Métrica de Finsler Revertida: F(z,v) := F(z, —v)(# F(z,v)).

~

* Notacion: F=F, =+, F=F_=—.
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Definiciones Basicas

Variedad de Finsler: Par (M, F') formado por una variedad
diferenciable M y una métrica de Finsler F.

* Métrica de Finsler Revertida: F(z,v) := F(z, —v)(# F(z,v)).

~

* Notacion: F=F, =+, F = = —.

® (Quasi-)distancia Finsler: Aplicacion d : M x M — R dada por:
d+ (337 y) = inchC’(:z:,y)long(c) — inchC'(:I;,y) / F—l— (C(S))dsa
S0

C'(xz,y) =curvas diferenciables a trozos que unen z con y.
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Definiciones Basicas

Variedad de Finsler: Par (M, F') formado por una variedad

diferenciable M y una métrica de Finsler F.
* Métrica de Finsler Revertida: F(z,v) := F(z, —v)(# F(z,v)).

* Notacion: F=F, =+, F=F_=—.

® (Quasi-)distancia Finsler: Aplicacion d : M x M — R dada por:

d—l— (ZIZ, y) = inchC(:z:,y)long(c) — inchC’(:I;,y) / F—l— (C(S))dsa

S0
C'(xz,y) =curvas diferenciables a trozos que unen z con y.

® Topologia de M como variedad coincide con la generada por:

Bt (z,r)={ye M :dy(z,y) <r}, VezeM, VreR".
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Borde de Cauchy

® Sucesion de Cauchy: Sucesion o = {x,}, en (M, F) tal que
para todo e > 0 existe ng tal que do (x,, Tmy) < € Vm > n > ny.
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Borde de Cauchy

® Sucesion de Cauchy: Sucesion o = {x,}, en (M, F) tal que
para todo e > 0 existe ng tal que do (x,, Tmy) < € Vm > n > ny.

¢ Cauy (M) = Sucesiones de Cauchy en (M, F,).
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Borde de Cauchy

® Sucesion de Cauchy: Sucesion o = {x,}, en (M, F) tal que
para todo € > 0 existe ng tal que d (z,, T,) < € VYm > n > nyg.

¢ Cauy (M) = Sucesiones de Cauchy en (M, F,).
® Proposicion: Sean o = {z,},0’ = {z/} € Cau, (M) dos
sucesiones de Cauchy. La relacién dada por o ~ o' sii

lim(limdy (z,,z.)) = lim(limd, (2, 2,)) =0 (%)

n m n m

es una relacion de equivalencia sobre Cau, (M).
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Borde de Cauchy

Sucesion de Cauchy: Sucesion o = {z, },, en (M, F) tal que
para todo € > 0 existe ng tal que d (z,, T,) < € VYm > n > nyg.

¢ Cauy (M) = Sucesiones de Cauchy en (M, F,).
® Proposicion: Sean o = {z,},0’ = {z/} € Cau, (M) dos
sucesiones de Cauchy. La relacién dada por o ~ o' sii

lim(limdy (z,,z.)) = lim(limd, (2, 2,)) =0 (%)

n m n m

es una relacion de equivalencia sobre Cau, (M).

® Sucesion de Cauchy™: Sucesion o = {z, },, en (M, F,) tal que

limy, (limy dy (T, T )) = 0.
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Borde de Cauchy

Sucesion de Cauchy: Sucesion o = {z, },, en (M, F) tal que
para todo € > 0 existe ng tal que d (z,, T,) < € VYm > n > nyg.

Cau, (M) = Sucesiones de Cauchy en (M, F.).

Proposicion: Sean o = {z,},0’ = {z/,} € Cau, (M) dos
sucesiones de Cauchy. La relacién dada por o ~ o' sii

lim(limdy (z,,z.)) = lim(limd, (2, 2,)) =0 (%)

n m n m

es una relacion de equivalencia sobre Cau (M).
Sucesion de Cauchy™: Sucesion o = {z, },, en (M, F,) tal que
limy, (limy dy (T, T )) = 0.

& para todo € > 0 existe ng tal que para todo n > ng existe mg(n)
tal que si m > mgo(n) entonces dgp(x,, Tm,) < €.
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Borde de Cauchy

Sucesion de Cauchy: Sucesion o = {z, },, en (M, F) tal que
para todo € > 0 existe ng tal que d (z,, T,) < € VYm > n > nyg.

Cau, (M) = Sucesiones de Cauchy en (M, F.).

Proposicion: Sean o = {z,},0’ = {z/,} € Cau, (M) dos
sucesiones de Cauchy. La relacién dada por o ~ o' sii

lim(limdy (z,,z.)) = lim(limd, (2, 2,)) =0 (%)

n m n m

es una relacion de equivalencia sobre Cau (M).
Sucesion de Cauchy™: Sucesion o = {z, },, en (M, F,) tal que
limy, (limy dy (T, T )) = 0.

Observacion: Toda sucesion de Cauchy en este sentido contiene
alguna subsucesion de Cauchy en el sentido previo.
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Borde de Cauchy

® Completacion de Cauchy: Se define como el espacio cociente
M} = Cauy (M)/ ~
® Borde de Cauchy: Se define como la diferencia

OFM := MG\ M

l Fundamentos de Geometria de Finsler y Geometria de Espaciotiempos Estacionarios:el Borde de Cauchy y Busemann — p.15/59



Borde de Cauchy

® Completacion de Cauchy: Se define como el espacio cociente
Mg = Cauy (M)/ ~
® Borde de Cauchy: Se define como la diferencia
OFM := MG\ M
Si repetimos el mismo proceso para F' = F_, obtenemos:

® Completacion de Cauchy hacia atras: M, := Cau_(M)/ ~

® Borde de Cauchy hacia atras: 0, M := M, \ M
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Borde de Cauchy

® Proposicion: Sio,o’ € Caus (M) son equivalentes para F; y
o € Cau_(M) = o' € Cau_(M)y o, o’ son equivalentes para F_.
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Borde de Cauchy

® Proposicion: Sio,¢’ € Cauy (M) son equivalentes para Fy y
o€ Cau_(M) = o' € Cau_(M) Yy o, o/ son equivalentes para F_.

Esto nos permite comparar 95 M con d; M, y asi podemos definir:

® Borde de Cauchy Simetrizado: Es la interseccion de los bordes
de Cauchy asociados a F', y F_:

OEM =M N oM
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Borde de Cauchy

® Proposicion: Sio,¢’ € Cauy (M) son equivalentes para Fy y
o€ Cau_(M) = o' € Cau_(M) Yy o, o/ son equivalentes para F_.

Esto nos permite comparar 95 M con d; M, y asi podemos definir:

® Borde de Cauchy Simetrizado: Es la interseccion de los bordes
de Cauchy asociados a F', y F_:

OEM =M N oM

® Proposicion: Una sucesion o pertenece a 95 M sii es una
sucesion de Cauchy para la distancia simetrizada:

do(,y) = 5 (di (@) + d_(x,9)).
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Distancia y Topologia Extendidas

* Definicion: La aplicaciéon d : M, x M/, — [0, 00] dada por
di(z,y) :=lIm(imdy (20, ym)), 2= [{2Zn}l, ¥ = (Wi,

n

extiende d. sobre M y define una (quasi-)distancia sobre M.
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Distancia y Topologia Extendidas

* Definicion: La aplicacion dy : MZ x M} — [0, 0o] dada por

di(z,y) :=lIm(imdy (20, ym)), 2= [{2Zn}l, ¥ = (Wi,

n

extiende d. sobre M y define una (quasi-)distancia sobre M.

® Propiedades:
- Lainclusién i : M — M/, es un embebimiento topoldgico.
- 945 M es cerrado en M.

- La topologia asociada a la distancia extendida d. no es
Hausdorff en general, sino solo Tj.
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Distancia y Topologia Extendidas

* Definicion: La aplicacion dy : MZ x M} — [0, 0o] dada por

di(z,y) :=lIm(imdy (20, ym)), 2= [{2Zn}l, ¥ = (Wi,

n

extiende d. sobre M y define una (quasi-)distancia sobre M.

® Propiedades:
- Lainclusién i : M — M/, es un embebimiento topoldgico.
- 945 M es cerrado en M.
- La topologia asociada a la distancia extendida d. no es
Hausdorff en general, sino soélo T.

¢ Ladistancia d_ se extiende a M, con propiedades similares.
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Ejemplo

77, N M = D* = disco unidad — segm. horiz. [—1, 0]
/ xn.\\ \
I/ 2 o ) LA F =+dr2+db?— (1—r)do
— —o—o—]
\ Tm Tn |
\ K {zn = (1/n,0)}n
~o | .- {a}, = (1/n,7/2)}n
Propiedades:

(1) == [{zn], 2" = {2} € 06 M

(2) dy(z,2’') =lim,(lim,, dp(z,,z.)) =0,
dy(x', x) = lim,, (lim,, dp(z) ,x.,)) > /2.

(3) Topologia no Hausdorff (s6lo Ty).
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Borde de Busemann de una Variedad de Finsler
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Antecedentes Riemannianos

onstrucciones Clasicas Previas:

* Eberlein, O’Neill’73: Compactificacion para cualquier variedad de
Hadamard basada en clases de equivalencia de rayos.

® Gromov’'78: Compactificacion universal para cualquier variedad
riemanniana completa.

Propiedades:

® Ambas construcciones coinciden en variedades de Hadamard.

® Las funciones de Busemann desempefian un papel esencial en
esta equivalencia.
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El Caso Finsler

® Funcion 1-Lipschitz (Generalizada): Una funcién f : M — R es
una funcion 1-Lipschitz sobre (M, F'y) si, para todo z,y € M tal
que f(y) > f(x) se tiene

fly) = flz) <dy(z,y).
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El Caso Finsler

® Funcion 1-Lipschitz (Generalizada): Una funcién f : M — R es
una funcion 1-Lipschitz sobre (M, F'y) si, para todo z,y € M tal
que f(y) > f(x) se tiene

fly) = flz) <dy(z,y).

®* L1(M, Fy) = Funciones 1-Lipschitz sobre (M, F',) dotadas
con la topologia de convergencia puntual.
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El Caso Finsler

® Funcion 1-Lipschitz (Generalizada): Una funcién f : M — R es
una funcion 1-Lipschitz sobre (M, F'y) si, para todo z,y € M tal
que f(y) > f(x) se tiene

fly) = flz) <dy(z,y).

®* L1(M, Fy) = Funciones 1-Lipschitz sobre (M, F',) dotadas
con la topologia de convergencia puntual.

® Para cada z, la funcién d} (-) := d. (-, x) es 1-Lipschitz.
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El Caso Finsler

Funcion 1-Lipschitz (Generalizada): Una funcién f : M — R es
una funcion 1-Lipschitz sobre (M, F',) si, paratodo x,y € M tal
que f(y) > f(x) se tiene

fy) = f@) < dg(2,y).
®* L1(M, Fy) = Funciones 1-Lipschitz sobre (M, F',) dotadas
con la topologia de convergencia puntual.
® Para cada z, la funcién d} (-) := d. (-, x) es 1-Lipschitz.

® Laaplicacion j*: M — L£1(M, F) dada por x — d; define un
embebimiento topologico.
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El Caso Finsler

Funcion 1-Lipschitz (Generalizada): Una funcién f : M — R es
una funcion 1-Lipschitz sobre (M, F',) si, paratodo x,y € M tal
que f(y) > f(x) se tiene

fy) = f@) < dg(2,y).
®* L1(M, Fy) = Funciones 1-Lipschitz sobre (M, F',) dotadas
con la topologia de convergencia puntual.
® Para cada z, la funcién d} (-) := d. (-, x) es 1-Lipschitz.

® Laaplicacion j*: M — L£1(M, F) dada por x — d; define un
embebimiento topologico.

® La aplicacion j* se induce sobre £1(M, F,), = L1(M, Fy)/R.
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El Caso Finsler

Funcion 1-Lipschitz (Generalizada): Una funcién f : M — R es
una funcion 1-Lipschitz sobre (M, F',) si, paratodo x,y € M tal
que f(y) > f(x) se tiene

fy) = f@) < dg(2,y).
®* L1(M, Fy) = Funciones 1-Lipschitz sobre (M, F',) dotadas
con la topologia de convergencia puntual.
® Para cada z, la funcién d} (-) := d. (-, x) es 1-Lipschitz.

® Laaplicacion j*: M — L£1(M, F) dada por x — d; define un
embebimiento topologico.

® La aplicacion j* se induce sobre £1(M, F,), = L1(M, Fy)/R.

® Laaplicacion inducida j* : M — L4(M, F), es embebimiento.
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El Caso Finsler

® Compactificacion de Gromov: Se define como la clausura
Mg = jF(M) C L1(M, ),
* Borde de Gromov: Se define como la diferencia

OGM == j*+(M)\ 5 (M).
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El Caso Finsler

® Compactificacion de Gromov: Se define como la clausura
M = j+H(M) C Li(M, Fy)..
® Borde de Gromov: Se define como la diferencia
OGM = j*+(M)\ j*(M).

® Proposicion: M y 5 M son compactos.
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El Caso Finsler

® Compactificacion de Gromov: Se define como la clausura
M = jT(M) C L1(M, Fy)..
® Borde de Gromov: Se define como la diferencia
OGM = j+(M)\ j*(M).
® Proposicion: M y 5 M son compactos.

Si repetimos el mismo proceso para F' = F_ obtenemos:

® Compactificacion de Gromov hacia atras: M; := j—(M).

® Borde de Gromov hacia atras: 0, M = j— (M) \ j~(M).
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El Caso Finsler

® C*(M) = Espacio de las curvas inextensibles ¢ : [a, Q) — M
con F, (¢) < 1.
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El Caso Finsler

® C*(M) = Espacio de las curvas inextensibles ¢ : [a, Q) — M
con F, (¢) < 1.

® Funcion de Busemann: Para cualquier ¢ € C* (M), definimos b
como la funcion:

be () = Jim (s = d (-, ¢(5))).
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El Caso Finsler

® C*(M) = Espacio de las curvas inextensibles ¢ : [a, Q) — M
con F, (¢) < 1.

® Funcion de Busemann: Para cualquier ¢ € C* (M), definimos b
como la funcion:

be () = Jim (s = d (-, ¢(5))).

® Proposicion: Sea b la funcién de Busemann de ¢ € C*(M).
(i) O bien b} =00 6bF € L1(M, F,)y satisface [b}] € 95 M.
(i) SiQ <oo=lim qc(t)=Z€dLMybl(:)=Q+di().

En este caso, su clase satisface [b}] € 9 M (C 94 M).
(i) SiQ =o0yb} #£ oo = su clase satisface [b}] € IMS\IL M.
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El Caso Finsler

BH(M) = {b+ € BT (M) : Q = o0}
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El Caso Finsler

efinimos
BT(M)={bf <o0:ceCT (M)}, BT (M)={bl € B"(M):Q=oc0}
Entonces

BT (M) = (BT(M)\BT(M))uBt(M) = B"(M)/R =0 MUB"(M)/R.
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El Caso Finsler

efinimos
BY(M)={b <occ:ceCT (M)}, BY'(M)={bl e B"(M):Q=c0}
Entonces
BT (M) = (BT(M)\BT(M))uBt(M) = B"(M)/R =0 MUB"(M)/R.
Por tanto, si definimos

0L M := BT(M)/R, Of M = B (M)/R
obtenemos:

OFM =0 5MUOLM (Mg :=MUIEM).
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El Caso Finsler

N resumen.

(M, Fy)
!
MY =MUdEM
!
M =MUILM = MUJLM UOLM

!
Mg =MUOLZM =M UJLEM U LM U {resto de 95 M }.
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El Caso Finsler

N resumen.

(M, Fy)
!
MY =MUdEM
!
M =MUILM = MUJLM UOLM

!
Mg =MUOLZM =M UJLEM U LM U {resto de 95 M }.

® Razonando con F_, obtenemos construcciones analogas:

My =MUOM UM =MUIZM, M;=MUJ;M

l Fundamentos de Geometria de Finsler y Geometria de Espaciotiempos Estacionarios:el Borde de Cauchy y Busemann — p.42/59



Ejemplo Riemanniano

M = recubridor universal de M,

Curvatura =0

e o o o o o Curvatura > 0

L Curvatura =0

{ld.. ]}, converge en Ms pero no converge en Mg.
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Borde Causal de Espaciotiempos
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Borde Causal

® Construccion invariante conforme muy general.

I Fundamentos de Geometria de Finsler y Geometria de Espaciotiempos Estacionarios:el Borde de Cauchy y Busemann — p.45/59



Borde Causal

® Construccion invariante conforme muy general.

®* |dea Basica:

A cada curva temporal futura (pasada) inextensible se le
asocia un punto ideal futuro (pasado).

- Curvas temporales futuras (pasadas) inextensibles se asocian
al mismo punto ideal si tienen el mismo pasado (futuro).

- El borde causal futuro (pasado) es el conjunto de puntos
ideales futuros (pasados).

- El borde causal (total) se define como la union de los bordes
causales futuro y pasado bajo ciertas “identificaciones”.
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Borde Causal

® Construccion invariante conforme muy general.

®* |dea Basica:

A cada curva temporal futura (pasada) inextensible se le
asocia un punto ideal futuro (pasado).

- Curvas temporales futuras (pasadas) inextensibles se asocian
al mismo punto ideal si tienen el mismo pasado (futuro).

- El borde causal futuro (pasado) es el conjunto de puntos
ideales futuros (pasados).

- El borde causal (total) se define como la union de los bordes
causales futuro y pasado bajo ciertas “identificaciones”.

® Se le dota de estructuras causal y topologica naturales que
extienden las del espaciotiempo original.
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Borde Causal de Espaciotiempos Estacionarios
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Borde Causal de los Estacionarios

® Definicion: Diremos que (V, g) es estacionario estandar si

V=RxM, ¢g=—-dt’?+wedt+dt®w+ go.
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Borde Causal de los Estacionarios

* Definicion: Diremos que (V, g) es estacionario estandar si
V=RxM, g=-d’+w@dt+dt®w+ go.
® Una curva v(s) = (t(s), c(s)) es temporal futura sii
FL(&(s)) < t(s)

donde F, (v) := w(v) + /w?(v) + go(v,v), v € TM.
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Borde Causal de los Estacionarios

* Definicion: Diremos que (V, g) es estacionario estandar si
V=RxM, g=-d’+w@dt+dt®w+ go.
® Una curva v(s) = (t(s), c(s)) es temporal futura sii
FL(&(s)) < t(s)

donde F (v) ) + Vw2 (v) + go(v,v), v € TM.

¢ Por tanto: (to,CEo) < (tl,ﬂfl) < d_|_(5130,$1) < 11 — 1o.
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Borde Causal de los Estacionarios

Definicion: Diremos que (V, g) es estacionario estandar si
V=RxM, g=-d’+w@dt+dt®w+ go.

® Una curva v(s) = (t(s), c(s)) es temporal futura sii

FL(&(s)) < t(s)

donde F, (v) := w(v) + /w?(v) + go(v,v), v € TM.

¢ Por tanto: (to, ) < (tl,JZl) < d_|_(5130,$1) < 11 — 1o.

® Siv(s) = (t(s),c(s)) es temporal futura (pasada) entonces
"] ={{,a") ¢ <bl (@)} (I ={{t,2") :t' > =b (2")}).
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Borde Causal de los Estacionarios

orema (JLFHerrera,Sanchez): El borde causal de (R x M, g) esta
formado por dos conos luminosos de bases 05 M \ 05 M, O M \ 05 M
y vértices i*, i—, mas lineas temporales sobre cada punto de 9%, M
uniendo i+, i ™.

+ s
of, M \ 88 M

- S
8 M\ 85, M
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Otras Aplicaciones

M = recubridor universal de M,

Curvatura > 0

e o o o o o Curvatura =0

L C2 Curvatura > 0

{ld.. ]}, converge a {|b.,|}, {[b.,]} en M.
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Otras Aplicaciones

° Sean R,, R, métricas de Randers asociadas a g, ¢’, resp., tales
que R, — R, = df paracierta f : M — R.

I Fundamentos de Geometria de Finsler y Geometria de Espaciotiempos Estacionarios:el Borde de Cauchy y Busemann — p.55/59



Otras Aplicaciones

° Sean R,, R, métricas de Randers asociadas a g, ¢’, resp., tales
que R, — R, = df paracierta f : M — R.

* Entonces g, ¢’ son isométricas via (t,x) — (t + f(x), z).
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Otras Aplicaciones

° Sean R,, R, métricas de Randers asociadas a g, ¢’, resp., tales
que R, — R, = df paracierta f : M — R.

* Entonces g, ¢’ son isométricas via (t,x) — (t + f(x), z).

® Luego los bordes causales 0V asociados a g y ¢’ coinciden.
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Otras Aplicaciones

Sean R,, R, métricas de Randers asociadas a g, ¢, resp., tales
que R, — R, = df paracierta f : M — R.

* Entonces g, ¢’ son isométricas via (t,x) — (t + f(x), z).

® Luego los bordes causales 0V asociados a g y ¢’ coinciden.

®* Por el teorema anterior:

(i) Los borde de Busemann 9z M= asociadosa R,y R,
coinciden.

(i) Los bordes de Cauchy simetrizados 93 M asociados a R, y
R, coinciden.
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Otras Aplicaciones

Sean R,, R, métricas de Randers asociadas a g, ¢, resp., tales
que R, — R, = df paracierta f : M — R.

* Entonces g, ¢’ son isométricas via (t,x) — (t + f(x), z).

® Luego los bordes causales 0V asociados a g y ¢’ coinciden.

®* Por el teorema anterior:

(i) Los borde de Busemann 9z M= asociadosa R,y R,
coinciden.

(i) Los bordes de Cauchy simetrizados 93 M asociados a R, y
R, coinciden.

* Los bordes de Cauchy 9o M* asociados a R, y R, pueden no
coincidir.
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